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chapter 1

Elementary 
Notions and 
Notations

���� �� ���	
� � �
�� �� �������	�
��� ���� ���

�� ����� �� ��� �
 � ��� � ���
� � ���� �� �����  � �!� "�#$
%�
&�'

( � )�** ���)���+ , � ��*���*�� ���- �� ����� �� ��� *������ �. )������ ���*�/ �.
��� ��*� �-�� �� *�� �����- ��0 ���! ��*�� �� � -��)������+ , � �.��� ���!�)� �� ,���
��*� ��������- ��������/ (�� ) ���)� �. �������� )�� ��!� �� � 0��- , ��-�����
��- �* ������ � +��- �� )�� ��!� �� �) ���0 � )��)������� ��- )!���� � �� ��� ,������
��- ���! �1��������/

2�� � ����!�*� �. )�*����� �)���)�+ �� , �!! �� ����� ����� �. ������ �+ -��!
,��� ��������� �� ��� ������ ��- �������� ���� ������/ 3��)� * � )� �. ��� )�*4
* ���)����� �� 0�!0 �� ��������� �� ��� ������+ , �5!! � ���� ��� ) ������ ,��� � �����
-��)������ �� ��� ��� ������� �. ��.��*�! ��� �./ (�� ���� �. ��� ) ������ �� -�0 ���-
�� �� ��� -�)��� ��� ����) ������� ��- ��������� .�� ����+ ���!��+ ������+ ��- �����/
(�� �����*�� � ���� �� �� ��� -�)���� �� ������+ ��- , �5!! �1���- �� ����� �-���
�� !���� ) ������� �� ��� ���- ������/

chapter guide

�� �	��� ��� �� ��� -�)�� ��*� ��� �. ��) ���6��� ���� ��� ���- ���������� ��� � � �7/
� �5!! ���)��)� ��) � ��) ���6�� ,��� � ��� �. �� ��� � � * � ���/

�� �	��� ��� �� ��� -�)�� ��� ����) �-��� �� ��� ����/ � �5!! ��� �� , � � )�*����
���* ��- �� , � � )�* ���� ���*+ ��- , �5!! �� ��� -�)� ��*� �!�*�� ���� , � � �
�� )��� � ���*/ � �5!! �!�� �� ��� -�)� ����+ ,��) � ��� !�7� ���� ��� ���� *��� �
)�� ���� ��� ����- � ))�����)�� �. �!�*�� ��+ ��- , �5!! �� 0� � !���!� -��)������
�� ��� ,� � , � ����!- ���) 7 ,��� ��)�*�!�)���- ����/

�� �	��� ��� �� ��� -�)�� ��*� ����) �-��� �� ��� ��-���- ����)����� ��- �� , � �
�������� � ���*/ ( ��!�� ��� �� ��� -�)�- �� � �������� .�� ��-���- ��.��*�����/
� �5!! �� ��� -�)� ��� ������� ��- ��������� .�� !����+ �������+ ��- ��!������/
� �5!! �!�� ��� ��*� �!�*�� ���� , � �� �� )��� � ���!��/
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�� �	��� �� �� ��� -�)�� ��� ����) �-��� �� ��� ������ ��- �����/ � �5!! -��)��� , � � �
�� �������� � ���*+ , � �� �� ��� 0���� ���*+ ��- , �5!! ��� � .�*��� �!������*
.�� )������)���� � �������� ���� .�� � �����/

1.1 A ProofPrimer

8� � ��� ���� ���� �� ��!�
��� "
 � � ! �� � -�*���������� ���� ��*� �����*�� � ��
����/ � � ���*�!!� )�** ���)��� �� ��.��*�! ��� �. �� �� ���!���4!�7 � !�������
���� *�1�� �0 ���-� � ���!��� ,��� ��* � �!� ���� ��� ��� �� ��� �����*�� � � � � �
��� 0�-/ �� ��� ��1� .�, ���������� , �5!! -��)��� ��*� ����) ��) ���6��� .�� -����
��.��*�! ��� �.�/ (���� ��) ���6��� ,�!! )�*� �� ���-� �� ������ �� ��-������-
��*����5� ��� �. �� �� ������ �� )������)� � ��� �. �. � ��� � ,�+ �� 7��� ���* ��
� ��� *�� ��! �� �! 7��/

� �5!! ����� �9 ,��� � ����� ��.������ �� !���)�! �����*�� �� .�!!� , � - � � � �����
-��)������ �� ��� � � * � ���/ (��� ,�!! ��0 � � � ��*������ �� ��!7 �� ��� ,��� , �
!� �7 �� �1�*�!�� �. ��.��*�! ��� �. ��) ���6���/

1.1.1 LogicalStatements

8� � ���� ���*�� , �5!! )����-�� ��!� �����*�� �� ���� ��� ������ ���� �� .�!��/ � �5!!
����� � � -��)������ ��*� .�*�!��� , � �� �� ����)���� !���)�! �����*�� ��/

Negation

�. � �������� �� ��*� �����*�� �+ ���� ��� �� #�	��� �. � �� ��� �����*�� � ���� � +	
,���� ����� 0�!�� �� ��� ����� ���� �. � / � � )�� �������� � ���� ��!��������� ,���
� 	
$	� 	�%�� �� ,��) � ��) � � � , ��0 �� � 0�!�� .�� � ��- ��� )������ ��-��� 0�!��
.�� ��� � :

� ��� �
���� .�!��
.�!�� ����

� � �.��� ���������� ��� �������� �. � �����*�� � � � *�7 � �� *��� ��-��4
����-��!�/ 8� � �1�*�!�+ �� ������ ��� �����*�� � ������ �� � ����+	 , � ���*�!!�
�� � + ������ �� ��� � ����+	 �� ��� �� ��� ��� )��� ���� ����� �� � ����+	 ������
���� ���� ����� �� � ����/	

� � ����!- �!�� �����0 � ���� �������� ��!���� �����*�� �� �� ��� �&�
� )���
,��� �����*�� �� �� ��� ���� )���/ 8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� � ���� �0 ��� �!����
��� � * � � �	 ��� ��� ��*� *������ �� �3�*� �!���� -� �� ��� �� 0� � * � ��/	
3�*�!��!� +��� �����*�� � ��� �� ��� ��� )��� ���� ��*� �!���� �� � ����	 ��� ���
��*� *������ �� ��0 ��� �!���� �� ��� � ����/	
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A B

true
true
false
false

true
false
true
false

A and B

true
false
false
false

A or B

true
true
true
false

������ �	� ( ���� ���!��/

ConjunctionandDisjunction

(�� � ��'$��	��� �. ( ��- ) �� ��� �����*�� � � ( ��- ) +	 ,��) � �� ���� ,���
� ��� ( ��- ) ��� ����/ (�� ���'$��	��� �. ( ��- ) �� ��� �����*�� � � ( ��
) +	 ,��) � �� ���� �. ������ �� � ��� �. ( ��- ) ��� ����/ (�� ����� ���!�� .��
)��;��)���� ��- -��;��)���� ��� ��0 �� �� 8����� �/�/

3�*���*�� , � ���������� )��;��)����� ��- -��;��)�����/ 8� � �1�*�!�+ ��4
����- �. ������ �� � �!���� ��- 2��� �� � �!����+	 , � *��� � ,���� ������ ��-
2��� ��� �!�����/	 ������- �. � � �� � �����0 � � � � �� � �����0 �+	 , � *��� � ,����
������� � �� � �� � �����0 �/	

ConditionalStatements

2�� � �����*�� �� ��� ,������ �� ��� ������! .��* ��. ( ���� ) +	 ,���� ( ��- )
��� �!�� !���)�! �����*�� ��/ 3�) � � �����*�� � �� )�!!�- � � ����	����� �	�	����	
�� ,��) � ( �� ��� ��" �	����� ��- ) �� ��� � ����$���� / � � )�� ���- ��. ( ���� ) 	
�� ��0 ���! ����� , � ��: � ( �� � ��<)��� � )��-����� .�� ) +	 �� � ) �� � ��)������
)��-����� .�� ( +	 �� ��*�!� � ( �*�!��� ) /	 (�� ����� ���!� .�� � )��-������!
�����*�� � �� )�� �����- �� 8����� �/
/

=��5� *�7 � � .�, )�**�� �� �� ��� ���� ���!�/ ����)� ���� ��� )��-������! ��
.�!�� ��!� ,��� ��� � � � ������� �� ���� ��- ��� )��)!����� �� .�!��/ ��5� ���� ��
��� ����� ����� )����/ (�� )��-������! ����� ���!� ��0 �� ��*� � ���!� >�� � �)����
���� �� ������� ��. ( ���� ) 	 � � *��� � ) )�� � � ��� 0� - .��* ( +	 ,��) � ����*��
���� ( ��- ) ��� ��!���- �� ��*� , � � / ?�� , �50� �!! ����- �����*�� �� !�7� ��. ���
*� �� �� *�-� �. ����� ) �����+ ���� � @
/	 � � � � - ��� ���-� ��- ����� ���� ���
�����*�� � �� ����+ �0 �� ������ ����� �� �� ��!��������� � � � , ��� ��� � � � �������
��- )��)!�����/ 3�*�!��!� +, � ���7 � ��� ���-� ��- -��5� ����� ,��� � �����*�� �
!�7� � � . � @ � +���� ��� *� �� �� *�-� �. ����� ) �����/	

A B

true
true
false
false

true
false
true
false

if A, then B

true
false
true
true

������ �	
 ( ���� ���!�/



���� �

��� �
���� A

�

�

�

�

�

�

�

�

� ������� 	 � 
����
� �� � �����
� �
� ��� � ���
�

���� ��� � � � ������� �. � )��-������! �� .�!��+ , � �� � ���� ��� )��-������! ��
&��$�$��� ����/ 8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� � ��. � @
+ ���� &
 @�
	 �� 0�)����!�
���� � �)���� ��� � � � ������� �� .�!��/ �. ��� )��)!����� �� ����+ , � �� � ���� ���
)��-������! �� 	
�&��� �� ����/ 8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� � �� . � @ 
 +� � � � 
 B 

@A	 �� ���0��!!� ���� � �)���� ��� )��)!����� �� ����/ � � !�� 0� �� �� ��� ���-�� ��
)�� 0��)� �� !���� ��� � ����� ���� ��� )��-������! ����� ���!� �� -�>��- ���� ��!� /

(�� � ��&�
�� �. ��. ( + ���� ) 	 �� ��. ) + ���� ( /	 (�� )�� 0���� -� �� ���
�!, � � � � � 0� ��� ��*� ����� 0�!��/ 8� � �1�*�!�+ , � 7�� , ���� ��� .�!!� ,���
�����*�� � � � ��� � � * � ��� �� ����/

�. � � � ��- � � �+ ���� � B � � �/

(�� )�� 0���� �. ���� �����*�� � ��

�. � B � � �+ ���� � � � ��- � � �/

(��� )�� 0���� �� .�!��/ 8� � �1�*�!�+ !�� � @& ��- � @%
/ (��� ��� �����*�� �
� �)�*�� ��. & B "%
' � �+ ���� & � � ��- %
 � �+	 ,��) � �� .�!��/

EquivalentStatements

3�*���*�� ��5� )�� 0����� � � � ,���� � �����*�� � �� � -�9���� � .��* ��� ,��� ���
��*� ����� 0�!��/ (, � �����*�� �� ��� ���- �� � � � *$�&����	 �. ���� �� 0� ���
��*� ����� 0�!�� .�� �� � ������*�� � � . ����� 0�!��� �� ��� 0�����!�� ���� � ))��
�� ��� �����*�� ��/

� � )�� )�* ���� �������� ,��� ������ )��;��)���� �� -��;��)���� �� ������
��� .�!!� ,��� ����� �. �6��0 �!�� � �����*�� ��/

���� "( ��- ) '	 �� �6��0 �!�� � � � �"��� ( ' � � "��� ) '/	
���� "( �� ) '	 �� �6��0 �!�� � � � �"��� ( ' ��- "��� ) '/	

8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� � ���� "� � � ��- � � �'	 �� �6��0 �!�� � � � ��� �����*�� �
� � � � � � � � �/	 (�� �����*�� � ���� "� � � � � � � �'	 �� �6��0 �!�� � � � ���
�����*�� � � � � � ��- � � �/	

���;��)����� ��- -��;��)����� -��������� � 0� � ��) � ����� �� ��� .�!!� ,���
�����:

� ( ��- ") �� � '	 �� �6��0 �!�� � � � � "( ��- ) ' � � " ( ��- � '/	
� ( �� ") ��- � '	 �� �6��0 �!�� � � � � "( �� ) ' ��- "( �� � '/	

8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� � � � � � ��- "� � A �� � � 
'	 �� �6��0 �!�� � � � ���
�����*�� � � � � � � A �� � � � � 
/	 (�� �����*�� � � � � � � � " � � 
 ��- � � �'	
�� �6��0 �!�� � � � � "� � � � � � � 
' ��- "� � � � � � � �'/	

(�� � ��	
 �" ���	�&� �. ��� )��-������! �����*�� � ��. ( +���� ) 	 �� ��� �6��04
�!�� � �����*�� � ��. ��� ) +���� ��� ( /	 8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� �

�. "1 � � ��- � � � ' � � � � 1 B � � �
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	�	 � � � � ��� ������ �

�� �6��0 �!�� � � � ��� �����*�� �

�. � B � @� +���� "� � � � � � � �'/

� � )�� �!�� �1����� ��� )��-������! �����*�� � ��. ( +���� ) 	 �� ���*� �.
��� �6��0 �!�� � �����*�� � �"��� ( ' � � ) /	 8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� �

�. � � � ��- � � �+ ���� � B � � �/

�� �6��0 �!�� � � � ��� �����*�� �

"� � � � � � � �' �� � B � � �/

3��)� , � )�� �1����� � )��-������! �� ���*� �. �������� ��- -��;��)����+
�� .�!!� ,� ���� ��� �����*�� �� ���� "�. ( ���� ) '	 ��- � ( ��- "��� ) '	 ���
�6��0 �!�� �/ 8� � �1�*�!�+ ��� �����*�� �

�� �� ��� ��� )��� ���� �. ����� �� � �!����+ ���� ����� �� � ����/

�� �6��0 �!�� � � � ��� �����*�� �

����� �� � �!���� ��- ����� �� ��� � ����/

=��5� ��**���C� ��� �6��0 �!��)�� ���� , � �� 0� -��)����-/ ��) � � � , �. ���
.�!!� ,��� ���!� )�� ����� � , � �6��0 �!�� � �����*�� �� � ��- � /

not (A or B)

A and (B or C)

A or (B and C)

if A, then B

if A, then B

not (if A then B)

not (A and B) (not A) or (not B)

(not A) and (not B)

(A and B)  or (A and C)

A and (not B) 

(not A) or B 

if not B, then not A

(A or B)  and (A or C)

S (is equivalent to) T

1.1.2 Somethingto Talk About

( � -��)��� ��� �. ��) ���6���+ , � ���- ��*������ �� ��!7 �� ��� ,��� ��0��� ��*�!�
��� �.�/ 3��)� � � * � ��� ��� .�*�!��� �� �0 ��� ���+ ����5� ,��� , �5!! ��!7 �� ���/ ?��
�� *�7 � ���� ���� , � �!! ����� �� ��� ��*� ����+ , �5!! ��0��, � !���!� ���*���!��� /

(�� � � * � ��� ���� , �5!! � � -��)������ ��� )�!!�- ��	� #�
� + ��- , � )�� !���
���* �� .�!!� ,�:

///+%A+%&+%
+%�+�+ �+ 
+ &+A+/// /
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(�� �� ������ �� ��� .�!!� ,��� !��� ��� )�!!�- �&�� �� ������:

///+%A+%
+�+ 
+ A+/// /

(�� �� ������ �� ��� .�!!� ,��� !��� ��� )�!!�- �� � �� ������:

///+%&+%�+�+ &+/// /

3� �0 ��� �� ����� �� ������ �0 �� �� � - - ��� ��� � ���/ �� .�)�+ �0 ��� �0 �� �� �����
��� ��� .��* 
 � .�� ��*� �� ����� � / 3�*�!��!� +� 0��� � - - �� ����� ��� ��� .��*

 � B � .�� ��*� �� ����� � /

Divisibility andPrimeNumbers

�� �� ����� � ��&���� �� �� ����� � �. � �@ � ��- ����� �� �� �� ����� � ��) � ����
� @�� / 8�� �1�*�!�+ & -�0�-�� �# � �)���� , � )�� ,���� �# @"&'"�'/ ?�� $ - � � �
��� -�0�-� �# � �)���� ����� �� �� �� ����� � ��) � ���� �# @$� / (�� .�!!� ,��� !���
��� ,� �!! ��� -�0����� �. �#/

%�#+%
+%�+%&+%
+%�+�+ 
+ &+�+ 
+ �#/

3�*� �!�������0 � , ��-� .�� � ��&���� � ��� � �� � ��&���
 �! � �� � �� ��&���%��
%� � / � � �.��� -����� ��� .�)� ���� � -�0�-�� � ,��� ��� .�!!� ,��� ��������-
��������:

� ��

8� � �1�*�!�+ , � �� 0� %
�
+ %&�
+ %��
+ � �
+ &�
+ ��- 
 �
/ ���� ��� � , � ���� ������
�. -�0�����!�� � ���� , �5!! ��)��- .�� .����� ���/

Divisibility Properties (1.1)

�� �� � �� ��� � �� � �	
� � �� �

	� �� � �� ��� � �� � �	
� � �� �� 
 �� � ��� �� � �� �
�
�� � ��� � �

�� �� ����� " � � �� )�!!�- � "
��� � � * � �� �. � ��- " ��� ��� ��!� � �����0 �
-�0�����/ 8� � �1�*�!�+ ��� >��� ���� � ���*� � � * � ��� ���


+ &+$+D+��+ �&+�D+�
/

E��*� � � * � ��� �� 0� *�� � �*� ����� � ���� ������ ��- ���� �� 0� *�� � ���!�)������
�� )�*����� �)���)�/ ?�� .�� �� , �!! , � ���- �� 7�� , �� ��� -�>����� �. � ���*�/

1.1.3 ProofTechniques

�� , ���� , � �� 0� ��*������ �� ��!7 �� ���+ , �5!! -��)��� ��*� .��-�*�� ��! ��� �.
��) ���6��� ��- ��0 � ��*� ��*�!� ��� �.� .�� ��) � ��) ���6��/
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Proofby ExhaustiveChecking

���� � �����*�� � ������� ���� ��) � � . � >���� � � * � �� �. ������ ��� � )������
���� ��� � +���� , � *��� � � � ��!� �� ��� 0� ��� �����*�� � � � ) ��) 7��� ���� ��) �
����� ��� ��� �����- ���� ��� � / 8� � �1�*�!�+ ���� ��� ��*���� �� ��+ ��. � �� ��
�� ����� ��- 
 � � � D+���� � � B 
 �� ��� -�0����!� � � A/	 � � )�� ��� 0� ���
�����*�� � � � ����$�	�&� ��� ����#� 8� � 
 � � � D+��� )������ ��-��� 0�!��� �.
� � B 
 ���

�+ ��+ �#+ 
$+ &#+$�/

� � )�� ) ��) 7 ���� ����� � � * � ��� ��� ��� -�0����!� � � A/ 8� � ������� �1�*�!�+
���� ��� ��*���� �� ��+ ��. � �� �� �� ����� ��- 
 � � � $��+ ���� � � B 
 � � � � �
-�0����!� � � A/	 �����+ ���� �����*�� � )�� � � ��� 0� - � � �1������0 � )��) 7���+ ���
� ������ � � � )�*����� ������ ���� � � �����/

�1������0 � )��) 7��� )����� � � ���- �� ��� 0� � �����*�� � ���� ��6����� ��4
>����!� *�� � ������ �� ) ��) 7/ 8� � �1�*�!�+ )����-�� ��� �����*�� �+ ��. � �� ��
�� �����+ ���� � � B 
 �� ��� -�0����!� � � A/	 (��� �����*�� � �� ����+ ��� �����
��� ��>����!� *�� � ������ �� ) ��) 7/ 3� ������� ��� �. ��) ���6�� ,�!! � � ��6����-/
� �5!! ��� �� �� �.��� � .�, *��� ����������/

�� �1�*�!� ���� ��� 0� � � �����*�� � .�!�� �� �.��� )�!!�- � � �$�	�
 ����"�� /
3�*���*�� )��� ����1�*�!�� )�� � � .���- � � �1������0 � )��) 7���/ 8� � �1�*�!�+
)����-�� ��� �����*�� �+ ��0 ��� � - - � �* � � � ������� ���� � ���� �� ��� ���*� ���
��� .��* 
 B " .�� ��*� ���*� " /	 � � )�� �����0 � ���� ��� �����*�� � �� .�!��
� �)���� 
D �� � )��� ����1�*�!�/

ConditionalProof

2�� � �����*�� �� ���� , � ,��� �� ��� 0� ��� �� )��-������! .��* �� )�� � � ������-
�� )��-������! .��* "�. ( ���� ) '/ (�� ��
 � � 	 �""
 � ��� �� ��� 0��� ��) � � �����4
*�� � ������ ,��� ��� ����*����� ���� ��� � � � ������� ( �� ����/ (�� ��1� ���� ��
�� >�- � �����*�� � ���� �� �*�!��- � � ��� ����*����� �� 7�� ,� .�)��/ ��) � ����
��� )��-� �� ���� .������ �� >�- � �����*�� � ���� �� �*�!��- � � �� � � . ��� ���0����
�����*�� �� �� 7�� ,� .�)��/ (�� � ��	�	����� "
 � � ! ��-� ,��� ��� )��)!����� ) ��
���) ��-/

example 1.1 A Proof About Sums

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� ������! �����*�� � � � ��� �� ������:

(�� ��* �. �� � � , � � - - �� ������ �� �� �0 �� �� �����/

� � )�� �������� ��� �����*�� � �� ��� )��-������! .��*

�. � ��- � ��� � - - �� ������+ ���� � B � �� �� �0 �� �� �����/
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E�� �.: ����*� ��� � � � ������� ���� � ��- � ��� � - - �� ������/ �� .�!!� ,� ���� �
��- � )�� � � ,������ �� ��� ��� .��* � @ 
� B � ��- � @ 
� B � +,���� � ��-
� ��� ��������� �� ������/ �� , ���������� .�� � ��- � �� � B � �� ������

� B � @ "
 � B � ' B " 
 � B � ' @ 
 � B 
 � B 
 @ 
 "� B � B �'/

3��)� ��� �1�������� �� ��� ���� �4���- ��-� )�� ����� 
 � � � .�)���+ �� �������� ��
�� �0 �� �� �����/ F� /

end example

example 1.2 A Divisibility Proof

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � "�/��' �� ��� -�0�����!�� �:

�. � �� ��- � �%+���� � �%/

E�� �.: ����*� ��� � � � ������� ���� � �� ��- � �%/ � � .�!!� ,� .��* ��� -�>������ �.
-�0�����!�� � ���� ����� ��� �� ������ � ��- � ��) � ���� � @�� ��- %@�� / � � ,
���������� .�� � �� ��� >��� �6������/

%@�� @ "�� ' � @� "�� '/

(��� �6������ �� �� ���� � �%/ F� /
end example

Provingthe Contrapositive

G�)�!! ���� � )��-������! �����*�� � ��. ( ���� ) 	 ��- ��� )�� ���� �����0 � ��. ���
) ���� ��� ( 	 � � 0� ��� ��*� ����� ���!�/ 3� � ��� �. �. ��� �� �!�� � ��� �.
�. ��� �����/ (�� ����
 � � 	 �""
 � ��� �� ��� 0��� ��. ( ���� ) 	 � � � � "
 �&� 	��
� ��	
 �" ���	&� / 3���� ,��� ��� ����*����� ���� ) �� .�!��/ (�� ��1� ���� �� ��
>�- � �����*�� � ���� �� �*�!��- � � ��� ����*����� �� 7�� ,� .�)��/ ��) � ����
��� )��-� �� ���� .������ �� >�- � �����*�� � ���� �� �*�!��- � � �� � � . ��� ���0����
�����*�� �� �� 7�� ,� .�)��/ (�� ��� �. ��-� ,��� �� �*�!��- �����*�� � � � � � ����
( �� .�!��/

example 1.3 An Odd Proof

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � � � ��� ��� �� ������:

�. � � �� � --+ ���� � �� � --/

( � ��� 0� ��� �����*�� �+ , �5!! ��� 0� ��� )�� ���� �����0 �:

�. � �� �0 ��+ ���� � � �� �0 ��/
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E�� �.: ����*� ��� � � � ������� "�. ��� )�� ���� �����0 �' ���� � �� �0 ��/ �� .�!!� ,�
���� � @ 
� .�� ��*� �� ����� � / � � , �6���� � ��- ���������� .�� � �� ������

� � @ "
 � ' � @ A� � @
"
 � � '/

(�� �1�������� �� ��� ���� � ��-� �. ��� �6������ �������� �� �� �0 �� � � * � ��/
(����.���+ � � �� �0 ��/ F� /

end example

Proofby Contradiction

� � ��	
 ����	��� �� � .�!�� �����*�� �/ ������� 7��- �. ��-���)� ��� �. �� " 
�� ! %�
� ��	
 ����	��� +,���� , � ����� ��� � � ����*��� ���� ��� �����*�� � � � � � ��� 0� - ��
.�!��/ (��� , � ����� �� ��! , � ���) � � )�� ���-�)����/ 3�) � � � ����*�� � �� �.���
)�!!�- � 
 �!$	�	��� /

E�� �. � � )�� ���-�)���� �� �.��� ��� *���� - � . ) ���)� � �)���� , � )�� , ��-��
,����0 �� ��� ��� �. ��7 �� �� �� >�- � )�� ���-�)����/ � �5!! ��0 � � , � �1�*�!�� ��
��� , ��� , ��-����� ���� )�� ��7 � �!�)�/

example 1.4 A Not-Divi sible Proof

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � � � ��� -�0�����!�� �:

�. � �� �� �� �����+ ���� � � B 
 �� ��� -�0����!� � � A/

E�� �.: ����*� ��� �����*�� � �� .�!��/ (��� A� "� � B 
 ' .�� ��*� �� ���� � /
(��� *���� ���� � � B 
 @ A� .�� ��*� �� ����� � / � �5!! )����-�� ��� � , � )����
,���� � �0 �� ��- ,���� � � --/ �. � �� �0 ��+ ���� � @ 
� .�� ��*� �� ����� � /
3����������� .�� � , � ������

A� @� � B 
 @ " 
 � ' � B 
 @ A� � B 
 /

� � )�� -�0�-� � ��� ��-�� �. ��� �6������� � � 
 � � ������


 � @ 
� � B � /

(��� �� �� ���� �� �0 �� � � * � �� "
 � ' �� �6��! �� �� � - - � �* � � � "
 � � B �'+ ,��) �
�� � )�� ���-�)����/ (����.���+ � )����� � � �0 ��/ �� , ����*� � �� � --/ (���
� @ 
� B � .�� ��*� �� ����� � / 3����������� .�� � , � ������

A� @� � B 
 @ " 
 � B � ' � B 
 @ A� � B A� B &/

���!��� & � � ��� ���� � ��-� �. ��� �6������ �� ������

A� % A� � % A� @ &/
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�

(��� �� � )�� ���-�)���� � �)���� ��� !�.� ��-� �� �0 �� ��- ��� ���� � ��-� �� � --/
(����.���+ � )����� � � � --/ F� /

end example

example 1.5 Prime Numbers

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � � � ��� �� ������:

�0 ��� �� ����� ������� ���� � �� -�0����!� � � � ���*�/

E�� �.: ����*� ��� �����*�� � �� .�!��/ (��� ��*� �� ����� � � � �� ��� -�0����!�
� � � ���*�/ 3��)� � ���*� -�0�-�� ����!.+ � )����� � � � ���*�/ 3� ����� �� ��
!���� ��� �� ����� � ��) � ���� � �� ��- � � � � � / ����*� ���� � �� ��� �*�!!���
-�0����� �. � � � � , ��� � ��- � / � � , � �� ��� ���*�+ �!�� �� , ��!- � � � ���*�
-�0���� �. � / 3� ����� �� �� �� ����� � ��) � ���� � �� ��- � � � � � / 3��)� � � -
��- � � � + � �0� � � � ��- � � � + �� .�!!� ,� .��* �1�*�!� 
 ���� � � � / ?�� �� ,
,� � �0� � � � ��- � � � � � + ,��) � )�� ���-�)�� ��� ����*����� ���� � �� ���
�*�!!��� ��) � -�0���� �. � / F� /

end example

If andOnlyIf Proofs

(�� �����*�� � � ( �. ��- ��!� �. ) 	 �� ��������- .�� ��� � , � �����*�� �� ��. ( +
���� ) 	 ��- ��. ) +���� ( /	 (�� �����0������ � ( � + ) 	 �� �.��� ���- .�� � (
�. ��- ��!� �. ) /	 ������- �. � ( �9 ) +	 ��*� � ���!� ,���� � ( �� � ��)������
��- ��<)��� � )��-����� .�� ) 	 � � � ) �� � ��)������ ��- ��<)��� � )��-����� .��
( /	 G�*�* � � � ���� � , � ��� �.� ��� ��6����- .�� �� �9 �����*�� �+ ��� .�� ��) �
)��-������! �����*�� �/

example 1.6 An Iff Proof

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �9 �����*�� � � � ��� �� ������:

� �� � - - �. ��- ��!� �. # � "� � %�'/

( � ��� 0� ���� �9 �����*�� �+ , � * ��� ��� 0� ��� .�!!� ,��� � , � �����*�� ��:

�� �� � �� � ��� �	
� � � � � � � ���

	� �� � � � � � � ��� �	
� � �� � ���

E�� �. �. "�': ����*� � �� � --/ (��� , � )�� ,���� � �� ��� .��* � @ 
� B � .��
��*� �� ����� � / 3����������� .�� � �� � � %� ��0 ��

� � % � @ A� � B A� @ A� "� B �'/
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3��)� � ��- � B � ��� )����)���0 � �� ������+ ��� �� � - - ��- ��� ����� �� �0 ��+ ��
��� ��� -�)� � "� B � ' �� � 0��/ 3� � "� B � ' @ 
 � .�� ��*� �� ����� � / 3�����������
.�� � "� B � ' ��0 ��

� � % � @ A� "� B � ' @ A"
 � ' @ #� /

(����.���+ # � "� � %�'+ �� ���� "�' �� ��� 0��/
E�� �. �. "�': ����*� # � "� � %�'/ (��� � � % � @ #� .�� ��*� �� ����� � /

(����.���+ , � �� 0� � � @ #� B � @ 
"A7' B � + ,��) � ��� ��� .��* �. �� � - -
�� �����/ 3� � � �� � - - ��- �� .�!!� ,� .��* �1�*�!� & ���� � �� � --+ �� ���� "�' ��
��� 0��/ (����.���+ ��� �9 �����*�� � �� ��� 0��/ F� /

end example

3�*���*�� , � ��)��� ��� �9 �����*�� �� ���� )�� � � ��� 0� � � � ����� �����4
*�� �� ���� ��� ��!���- �� ��) � ����� � � �9/ (��� � ��� �. )�� � � )������)��- ��
� ��6���)� �. �9 �����*�� ��/ 8� � �1�*�!�+ �� ��� 0� ( �9 ) , � *��� � � � ��!� ��
>�- � �����*�� � � ��) � ���� ( �9 � ��- � �9 ) ��� � ��� ����/ (��� , � )��
)��)!�-� ���� ( �9 ) �� ����/ (�� ��� �. )��!- ���� � � ��� �� ��� .��* ( �9 �
�9 ) /

example 1.7 Two Proofs in One

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � � � ��� �� ������:

� �� � - - �. ��- ��!� �. � � B 
 � B � � � � 0� � /

E�� �.: (�� .�!!� ,��� ��6���)� �. �9 �����*�� �� )����)�� ��� !�.� ��-� �� ��� ���� �
��-�/ "(�� ������ .�� ��) � ���� �� ��0 �� �� ����� ������/'

� �� � - - �9 � @ 
� B � .�� ��*� �� ����� � "-�>������'
�9 � B � @
 � B 
 .�� ��*� �� ����� � "�!�����'
�9 � B � @
 � .�� ��*� �� ����� � "�!�����'
�9 � B � �� ��0 �� "-�>������'
�9 "� B � ' � �� �0 �� "�1��)��� #�'
�9 � � B 
 � B � �� �0 �� "�!�����' F� 

end example

OnConstructiveExistence

�. � �����*�� � ������� ���� ��*� �� ;�)� �1����+ ���� , � )�� ��� �� ��� 0� ���
�����*�� � �� ������ �. � , � , � ��/ H�� , � � �� �� ��� ��� �. � � )�� ���-�)����+ ��
,��) � , � ����*� ���� ��� �� ;�)� -� �� ��� �1��� ��- ���� )�*� �� ,��� ��*�
7��- �. )�� ���-�)����/ (�� ��)��- , � � �� � � )������)� �� ������)� �. ��� �� ;�)�/
�� ������ )��� , � 7�� , ���� ��� �� ;�)� �1����+ ��� ��� ��)��- , � � �!�� ��0 �� �� ��
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������)� �. ��� �� ;�)�/ ��*����� �)���)� !���� �� , ��- ��� )������)���� �. �� ;�)��
� � �!������*�/ 3� ��� � ���	
$�	�&� �""
 � ��� �� ����!!� ���.����-+ �!������ ��5�
��� �!, � � � � �����!�/

ImportantNote

�!, � � � ��� �� ,���� ��� � ��� ��� �.�/ I�� )�*�!��� ��� ���)�� ���� -��)��� � � ���
���������/ �. � ��� ��� �. ���*� �� )������ ��!� �. � ���) � � . �6������� �� �14
���������+ � � � ���!! ���- �� -��)��� � � � , ���� )�� ������� �� ��� ��� �./ ( � � � �
,���� � ��� ��� �.� ��� ��*� , � � � �� , ��!- ,���� � !����� �� � .����- ,�� , � � � �
�� ��-������- ,��� � � � � � 0� ,������/

Exercises

�� 3�� ,������ � � � )�� )�� 0��)� � �����!.+ �� � .����-+ ���� ��� )��-������! �����
���!� �� )����)� � � *�7��� �� ���!��� ��� ���)�� �. ��� .��* ��. ( +���� ) /	


/ J ���.� ���� ��� ����� ���!�� .�� ��) � � . ��� .�!!� ,��� ����� �. �����*�� �� ���
�-�� ��)�!/

�/ ���� "( ��- ) '	 ��- �"��� ( ' � � "��� ) '/	
�/ ���� "( �� ) '	 ��- �"��� ( ' ��- "��� ) '/	
)/ ��. ( +���� ) 	 ��- ��. "��� ) '+ ���� "��� ( '/	
-/ ��. ( +���� ) 	 ��- �"��� ( ' � � ) /	
�/ ���� "�. ( ���� ) '	 ��- � ( ��- "��� ) '/	

�� E�� 0� �� -����� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� �� � � �1������0 � )��) 7���/

�� (���� �� � ���*� � � * � �� � � � , ��� A$��- $A/
�/ (�� ��� -�)� �. �� � � , � �. ��� .��� � � * � ��� 
+ &+A+��- $ �� � 0��/
�� �0 ��� � - - �� ����� � � � , ��� 
 ��- 
� �� ������ ���*� �� ��� ��� -�)� �.

� , � ���*��/
-/ �. � � �%+���� � � � �� � � %/
�� �. � ��- � ��� �� ������+ ���� "&� B 
'"& � B 
 ' ��� ��� .��* "&� B 
 '

.�� ��*� �� ����� � /

�� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� �� �� ��� ��� �� ������/

�� �. � ��- � ��� �0 ��+ ���� � B � �� �0 ��/
�/ �. � �� �0 �� ��- � �� � --+ ���� � B � �� � --/
�� �. � ��- � ��� � --+ ���� � %� �� �0 ��/
-/ �. &� �� �0 ��+ ���� � �� �0 ��/

$/ � ���� -� ,� ��� )�� 0���� �. ��� .�!!� ,��� �����*�� � � � ��� �� ������:

�. � ��- � ��� � --+ ���� � %� �� �0 ��/

�� ��� �����*�� � ���� � � � ,���� -� ,� ���� �� .�!��K E�� 0� � ��� ���, ��/
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	� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� ��+ ,���� � ��- � ��� �� ������/

�� �. � @ &� B A ��- � @ &� B A+���� �� @ &� B A .�� ��*� �� ����� � /
�/ �. � @ $� B � ��- � @ $� B � +���� �� @ $� B � .�� ��*� �� ����� � /
�� �. � @ D� B # ��- � @ D� B #+���� �� @ D� B # .�� ��*� �� ����� � /

D/ E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� �� �� ��� -�0�����!�� � � . �� ������/

�� �. � �"�� B %'+ ���� � �%/
�/ �. � � "� B %' ��- � �� +���� � �%/
�� "�/��' �. � �� ��- � �%+���� � �"�� B %�' .�� �� � �� ������ � ��- � /


� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �9 �����*�� �� �� ��� �� ������/

�� � �� �0 �� �. ��- ��!� �. � � �� �0 ��/
�/ �� �� � - - �. ��- ��!� �. � �� � - - ��- � �� � --/
�� � �� � - - �. ��- ��!� �. � � B � � B 
 �� �0 ��/
-/ � � � ��- � � � �. ��- ��!� �. � @� �� � @ %� /

1.2 Sets

�� ��� �0 ���-� � -��)����� , � ��*���*�� ��� �� �� ��� ����!�* �. ������ �� -�>��
� , ��- �� ���*� �. ����� , ��-� ,���� -�>������� *� � ��)!�-� ��� , ��- , � ���
������ �� -�>��/ (���5� ��� ����!�* , � �� 0� �� ������ �� -�>�� ��� , ��- ��	 /
( � �!!������� ��� � ��� �+ , � �.��� ����7 �. ��*� "� ������ �!!' �. ��� , ��-�

���+ )�!!�)����+ ���) �+ �����+ )!���

�� ����� �*� .�� ��) � �����/ � � ��) 7 � � ��� *������ .�� ��) � � , ��- �� �����0 �!�
� � ������ �� , �� �� ���-/

1.2.1 Definition of a Set

� �5!! ��*�!� �� � ���� � ��	 �� � )�!!�)���� �. ������ )�!!�- ��� ������	� +���% �
� +
�� �%'� �	� / 3�*���*�� ��� , ��- � � ��� �	��� �� ���- �� �!�)� �. ��	 �� )!���.� �
��� ���)�/ 8� � �1�*�!�+ �� )�!!�)���� �. ����	 ���*� )!����� ���� �� ��� �. ����/	
� � �� � ���� � ��� )�� ����� ��� �!�*�� ��+ �� ���� ��� �!�*�� �� � �!��� �� ��� ���+
�� ���� ��� �!�*�� �� ��� �� ��� ���/ �. � �� � ��� ��- � �� �� �!�*�� � �� � +����
, � ,����

� � � /

�. � �� ��� �� �!�*�� � � . � +���� , � ,���� � 	� � / � . � � � ��- � � � +, � �.���
-����� ���� .�)� � � ��� ��������- ��������

� +� � � /
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DescribingSets

( � -��)��� � � ��� , � ���- �� -��)��� � ��� �!�*�� �� �� ��*� , � � / H�� , � � � � -�>��
� ��� �� �� �1�!�)��!� ��*� ��� �!�*�� ��/ � ��� -�>��- �� ���� , � � �� -�����-
� � !������ ��� �!�*�� ��+ ��������- � � )�**��+ ��- �������-��� ��� !������ ,���
���)��/ 8� � �1�*�!�+ ��� ��� � )��������� �. ��� !������ � +� +��- , �� -�����- � �

� @� � +� +, � /

3��� )�� �� 0� ����� ���� �� �!�*�� ��/ 8� � �1�*�!�+ ��� ��� ( @� � +� � +� �� ���
� , � �!�*�� ��/ H�� �!�*�� � �� � +��- ��� ����� �!�*�� � �� � � +� � / 3� , � )�� ,����
� � ( ��- � � +� � � �/

�� �*� ����� � ) ����)�������) �. ���� �� ���� ����� ��� �� ��� ����- � ))�����)��
�. �!�*�� ��/ 8� � �1�*�!�+ � -� �� .� .� / � �� ��� � ��� ���)� ����� ��� � , �
� ))�����)�� �. ��� !����� . /

� � �.��� ��� ��� �����4-�� �!!�����+ 
 
 
 +� � ��.��*�!!� -����� � ��6���)� �.
�!�*�� �� ���� , � -� ��� ,��� �� ,���� -� ,�/ 8� � �1�*�!�+ ��� ���

� �+ 
+ &+A+$+�+ D+#+
+ ��+ ��+ �
 �

)�� � � -�����- �� ��0 ���! -�9���� � , � � � ,��� �!!�����+ � , � �. ,��) � ���

� �+ 
+ 
 
 
 + �
 � ��- � �+ 
+ &+
 
 
 +��+ �
 � /

(�� ��� ,��� �� �!�*�� �� �� )�!!�- ��� ��"	� ��	 ���*� � ���!� ��.�� �� �� ��
��� �$� � ��	 / (�� �*�� � ��� �� -�����- � � � � �� *��� �.��� � � ��� ��* � � !

� /

� ��� ,��� ��� �!�*�� � �� )�!!�- � ���#��	�� / 8�� �1�*�!�+ � � � ��- � %� ���
����!�����/

Equalityof Sets

(, � ���� ��� � *$�� �. ���� �� 0� ��� ��*� �!�*�� ��/ � � -����� ��� .�)� ���� � , �
���� ( ��- ) ��� �6��! � � ,������

( @) /

�� �*� ����� � ) ����)�������) �. ���� �� ���� ���� �� �� �����)�!�� ��-�� ��
�������*�� � � . ��� �!�*�� ��/ 8� � �1�*�!�+ ��� ��� ,���� �!�*�� �� ��� #+� +��-
$ )�� � � �������� ��- �� *�� � -�9���� � , � ��+ � , � � . ,��) � ���

� $+#+� � @� � +$+#� /

�. ��� ���� ( ��- ) ��� ��� �6��!+ , � ,����

� �@�
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8� � �1�*�!�+ � � +%+� � �@� � +%� � �)���� � �� �� �!�*�� � � . ��!� ��� �. ��� ����/
� � �!�� �� 0� � � � �@� � �)���� ��� �*�� � ��� -� ���5� �� 0� �� � �!�*�� ��/

?�.��� , � �� �� � .������ !��5� ��)��- ��� � , � �*� ����� � ) ����)�������)� �.
���� ���� , � �� 0� -��)����-/

Two Characteristics of Sets

�� (���� ��� �� ��� ����- � ))�����)�� �. �!�*�� ��/

�� (���� �� �� �����)�!�� ��-�� �� �������*�� � � . ��� �!�*�� ��/

Finite andInfinite Sets

3��� ��� , � ����� )��� ���� ��� �!�*�� �� �. � ��� � + ��� �!�*�� � � �� ��)��- �.
��*� ,��� � ���� , ��) �/ �. � @� +���� , � -��5� ���- �� �����+ � �)���� �����
��� �� �!�*�� �� �� )��� �/ ?�� �. � �@� +, � ����� �� ����� ��� )��� ���� �.��� , �
�� 0� ������- ��� ��*��/ �. � � ��� � �� ��*� �� ���) ��- ,��� �!! ��� �!�*�� �� �. �
�� 0� � ��� )��� ��-+ ���� , � ���� ��� ��*��+ �� �� ��*� )���� , � *��� � ���- ��
�� 0� ��� �. ��� -��)��-�� �� ���� ��� ��*��/ �� ���� )��� , � �� � ���� � �� � 0��	�
���/ �. ��� )��� ���� ��0 �� �����+ ���� � �� �� ��0��	� ���/ �!! ��� �1�*�!�� ����
, � �� 0� -��)����- �� ���� � ��� � ��� >���� ����/ � � ,�!! -��)��� )��� ���� >����
��- ��>���� ���� �� ����� ����� �. ��� � � �7 �� ��� ���- ������/

NaturalNumbersandIntegers

8�*�!��� ��>���� ���� ��� ��*���*�� -�����- � � !������ � .�, �. ��� �!�*�� ��
.�!!� , � - � � � � �!!�����/ � � �����0 � ��*� !������ �� -����� �� �)�>) ���� ���� , �5!!
��.�� �� ���������� ��� � � �7/ 8� � �1�*�!�+ ��� ��� �. ��	$
 �� �$�% �
� ,�!! � �
-�����- � � � � ��- ��� ��� �. ��	� #�
� �� � / 3� , � )�� ,����

� @� �+ �+ 
+ &+
 
 
 � ��- � @� 
 
 
 +%&+%
+%�+�+ �+ 
+ &+
 
 
 � /

DescribingSetsby Properties

2�� � ���� ��� ���- �� -��)��� � � � !������ �!�*�� ��/ �1�*�!�� ���� )�*� �� *��-
��� ��� 
 �	����� �$�% �
� +,��) � , � -����� � � � + ��- ��� 
 � � � �$�% �
� +,��) �
, � -����� � � � / ������- �. !������ ��� �!�*�� �� , � )�� �.��� -��)��� � � ���� ��� �
���� ��� �!�*�� �� �. ��� ��� �����.� / 8�� �1�*�!�+ ��� ��� �. � - - �� ������ )�������
�. �� ������ �� 0��� ��� .��* 
 � B � .�� ��*� �� ����� � /

� ���� � ����� ��	
���
 ��� 	���
�� 	 � � � �

 �� � � ��� 
�� � �� �� �� � � � � � � � � �� �
� �	� ��
���
� � ������ ���	 ���	� �� � �
 ��� 	�		������ � �	 ����

�
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�. 1 �� � ���� ��� � +���� ��� ��� � ,���� �!�*�� �� �� 0� ���� ��� � 1 �� -�����-
� � ,������

� @� � � � ��� ���� ��� � 1 � /

� � ���- ���� �� � � �� ��� ��� �. �!! � ��) � ���� � ��� ���� ��� � 1 /	 8� � �1�*�!�+
�. , � !�� /�� � � ��� ��� �. � - - �� ������+ ���� , � )�� -��)��� � /�� �� ��0 ���!
, � ��/

/�� @� 
 
 
 
 � $
 � &
 � � 
 � 
 &
 $
 
 
 
 �

@� � �� �� �� � - - �� ����� �

@� � �� @ 
� B � .�� ��*� �� ����� � �

@� � �� @ 
� B � .�� ��*� � � � � 


H. )�����+ , � )�� �!�� -��)��� � >���� ���� � � >�-��� ���� ������ ���� ���� � ������/
8� � �1�*�!�+

� �+ 
+ 
 
 
 + �
 � @� � � � � � ��- � @� @ �
 � /

� � )�� �!�� -��)��� � � ��� � � ,������ �1��������� .�� ��� �!�*�� ��/ 8� � �1�*�!�+
��� ��� /�� ��� ��� .�!!� ,��� �--������! -��)��������/

/�� @� 
 � B � �� �� �� �� ����� � 


@� 
 � B � �� � � � 


Subsets

�. ( ��- ) ��� ���� ��- �0 ��� �!�*�� � � . ( �� �!�� �� �!�*�� � � . ) +���� , � �� �
���� ( �� � �$%��	 �. ) ��- ,����

( � ) /

8� � �1�*�!�+ , � �� 0� � � +%� � � � +%+� � +� �+ �+ 
 � � � +��- � � � / � � .�!!� ,�
.��* ��� -�>������ ���� �0 ��� ��� ( �� � ������ �. ����!./ (� �� , � �� 0� ( � ( /
�� �!�� .�!!� ,� .��* ��� -�>������ ���� ��� �*�� � ��� �� � ������ �. �� � ��� ( / 3�
,� � �0� � � ( / ��� � � � ��� ,� �K � �5!! !�� 0� ���� �� �� �1��)���/

�. ( � ) ��- ����� �� ��*� �!�*�� � �� ) ���� -� �� ��� � ))�� �� ( + ����
( �� )�!!�- � "
 �" �
 ������ �. ) / 8�� �1�*�!�+ � � + %� �� � ���� �� ������ �.
� � +%+� � / � � �!�� )��)!�-� ���� � �� � ���� �� ������ �. � +� �� � ���� �� ������
�. � +��- � �� � ���� �� ������ �. � /

�. ( �� ��� � ������ �. ) +, � ��*���*�� ,����

( �� ) /

8� � �1�*�!�+ � � +%� �� � � +� � ��- � �+ %�+%
� �� � / G�*�* � � � ���� ��� �-�� �.
������ �� -�9���� � .��* ��� �-�� �. *�* � ������/ 8� � �1�*�!�+ �. ( @� � +%+� � +
���� � � � � ( ��- � � ( / ?�� � � � 	� ( ��- � �� ( / 8�� ������� �1�*�!�+ !��
� @� �
 � � �� / (��� � � ( +� %� � ( +� � � � ( +��- �� %�� � ( / ?�� %	� ( ��-
� %� �� ( /
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A
B

x

������ �	� J ��� -�����* �. ���� �� ������ ( � ) /

ThePowerSet

(�� )�!!�)���� �. �!! ������� �. � ��� � �� )�!!�- ��� " �2�
 ��	 �. � + ,��) � , �
-����� � � � � , ��" � '/ 8� � �1�*�!�+ �. � @� � +%+� � +���� ��� � � , � � ��� �. � )��
� � ,������ �� .�!!� ,�:

� � , ��" � ' @ � � +� � � +� %� +� � � +� � +%� +� � +� � +� %+� � +� � /

�� �� ��������� ������**��� ����!�* �� �� )������)� ��� � � , � � ��� �. � >���� ���/
� �5!! -��)��� ���� ����!�* !����+ ��)� , �50� -�0 �!�� �- ��*� �� �!� �� ��!� ���!-
�� ���� ��!�����/

VennDiagrams

�� -��!��� ,��� ����+ ��5� �.��� ���.�! �� -�� , � ��)���� �� ��-�� �� 0����!�C� ���
���������/ � 3 ��� ���#
 �� ���*�- �.��� ��� !���)��� L��� J ��� "�#&A%�

&'�
)������� �. ��� �� *��� )!���- )��0 �� �� ,��) � ��� �� ������ �. ��) � )��0 � �������� ��
� ���/ 8� � �1�*�!�+ ��� J ��� -�����* �� 8����� �/& �������� �� ��� .�)� ���� (
�� � ���� �� ������ �. ) ��- � �� �� �!�*�� � � . ) ���� -� �� ��� � ))�� �� ( /

ProofStrategieswith SubsetsandEquality

3������ �!!� , � � � � ��0 � � ���)��� -�>������ �. ��� �6��!�� �: (, � ���� ��� �6��!
�. ���� ��� ������� �. ��) � �����/ �� *��� )��)��� .��* , � )�� ,����

Equality of Sets (1.2)

( @) *���� ( � ) ��- ) � (

=��5� ��)��- ����� ���.�! ��� �. ���������� .�� )�*������ � , � ����/

�	�	����	 	� 1
 �&� 1
 � � ! �	
 �	� #�
� � � 8� � ��������� � � � +��� , ���� � � � /
� �� � 8��- �� �!�*�� � � � � ��) � ���� � 	� � /
� @� 3�� , ���� � � � ��- ��� , ���� � � � /
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example 1.8 SubsetProof

� �5!! ��� , ���� ( � ) +,���� ( ��- ) ��� -�>��- �� .�!!� ,�:

� @� � � � �� � ���*� � � * � �� ��- A
 � � � $� � 


� @� � � � @ A� B & ��- � � � � 


� � ����� ��� ��� �. � � !������ � � ( / (��� ������ � @ A& �� � @ AD/ � � )��
,���� A&@A"��' B & ��- AD@A"��' B &/ 3� �� ������ )���+ � ��� ��� .��* �.
�� �!�*�� � � . ) / ( � � � � � ) / (����.���+ ( � ) /

end example

example 1.9 Not-SubsetProof

� �5!! ��� , ���� ( �� ) ��- ) �� ( +,���� ( ��- ) ��� -�>��- � �

( @� &� B � � � � � � ��- ) @� A� B � � � � � � /

?� !������ � .�, �!�*�� �� .��* ��) � ��� , � )�� ,���� ( ��- ) �� .�!!� ,�:

( @� �+ A+D+///� ��- ) @� �+ $+
+/// � /

�� , ��5� ���� �� ��� 0� ���� ( �� ) � �)���� A � ( ��- A 	� ) / � � )�� �!�� ��� 0�
���� ) �� ( � � �����0��� ���� $ � ) ��- $ 	� ( /

end example

example 1.10 EqualSets Proof

� �5!! ��� , ���� ( @) +,���� ( ��- ) ��� -�>��- �� .�!!� ,�:

� @� � � � �� ���*� ��- �
 � � � �# � 


� @� � � � @ A� B � ��- � � � &
 A�� 


8���� , �5!! ��� , ���� ( � ) / =�� � � ( / (��� ������ � @ �& �� � @�D/ � � )��
,���� �& @A"&' B � ��- �D @A"A' B � / � � .�!!� ,� ���� � � ) / (����.���+ ( � ) /
��1� , �5!! ��� , ���� ) � ( / =�� � � ) / � � .�!!� ,� ���� ������ � @A"&' B � ��
� @A"A' B � / � � ������ )���+ � �� � ���*� � � * � �� � � � , ��� �
 ��- �#/ (����.���+
) � ( / 3� ( @) /

end example

1.2.2 Operationson Sets

� �5!! -��)��� ��� �� �������� �. �����+ �� �����)����+ ��- )�*�!�*�� �+ �!! �. ,��) �
)�* ���� ���� �� .��* ��, ����/
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A B

������ �	� J ��� -�����* �. ( 	 ) /

Unionof Sets

(�� $���� �. � , � ���� ( ��- ) �� ��� ��� �. �!! �!�*�� �� ���� ��� ������ �� ( ��
�� ) �� �� � ��� ( ��- ) / (�� ����� �� -�����- � � ( 	 ) ��- , � )�� ��0 � ���
.�!!� ,��� .��*�! -�>������/

Union of Sets (1.3)

( 	 ) @� � � � � ( �� � � ) � /

(�� ��� �. ��� , ��- ���	 �� ��� -�>������ �� ��7 �� �� *��� ������� �� � ���/	
8� � �1�*�!�+ �. ( @ � � + %+ � � ��- ) @ � � + � � + ���� ( 	 ) @ � � + %+ � + � � /
(�� ����� �. � , � ���� ( ��- ) �� �������� ��- � � ��� ���-�- ������� �. ��� J ���
-�����* �� 8����� �/A/

(�� .�!!� ,��� ���� ������ ��0 � ��*� ����) .�)�� �� ��� ��� ����� �� �������/

Properties of Union (1.4)
�� ( 	 � @(�
�� ( 	 ) @) 	 (� "	 �� )�** �����0 �/'
�� ( 	 ") 	 � ' @ "( 	 ) ' 	 �� "	 �� ���� )����0 �/'

� ( 	 ( @(�
�� ( � ) �. ��- ��!� �. ( 	 ) @) /

example 1.11 A SubsetCondition

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � "�/A�' ��- !�� 0� ��� ����� ����� �� �1��)����/

( � ) �. ��- ��!� �. ( 	 ) @) /

E�� �.: 3��)� ���� �� �� �. ��- ��!� �. �����*�� � , � � � 0� � , � �����*�� �� �� ��� 0� /
8���� , �5!! ��� 0� ���� ( � ) �*�!��� ( 	 ) @ ) / ����*� ���� ( � ) / ����
���� ����*����� , � * ��� ��� , ���� ( 	 ) @) / =�� � � ( 	 ) / � � .�!!� ,� ����
� � ( �� � � ) / 3��)� , � �� 0� ����*�- ���� ( � ) +�� .�!!� ,� ���� � � ) / ( � � �
( 	 ) � ) / ?�� ���)� , � �!, � � � � � 0� ) � ( 	 ) +�� .�!!� ,� .��* "�/
' ����
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( 	 ) @ ) / 3� ��� >��� ���� �� ��� 0��/ ��1� , �5!! ��� 0� ���� ( 	 ) @ )
�*�!��� ( � ) / ����*� ���� ( 	 ) @) / � . � � ( +���� � � ( 	 ) / 3��)� , �
��� ����*��� ���� ( 	 ) @) �� .�!!� ,� ���� � � ) / (����.���+ ( � ) / 3� � � �
��)��- ���� �� ��� 0��/ F� /

end example

(�� ����� �� ������� )�� � � -�>��- .�� �� ��������� )�!!�)���� �. ���� �� �
������! , � � / 8� � �1�*�!�+ ��� ����� �. ��� � ���� ( � 
 
 
 +( � )�� � � -�����- ��
��� .�!!� ,��� , � �:

��

� ��

� � @� � 	 
 
 
 	 � � 


(�� ����� �. ��� ��>���� )�!!�)���� �. ���� ( � +( � +
 
 
 +( � +
 
 
 )�� � � -�����-
�� ��� .�!!� ,��� , � � /

��

� ��

� � @� � 	 
 
 
 	 � � 	 
 
 
 


�. � �� � ��� �. ��-�)�� ��- ( � �� � ��� .�� ��) � � � � +���� ��� ����� �. ��� ����
�� ��� )�!!�)���� )�� � � -�����- �� ��� .�!!� ,��� , � � :

�

� � �

� � 


example 1.12 English Words asa Union

=�� 4 � � ��� ��� �. �!! , ��-� �� ��� ���!��� !�������/ (��� , � )�� �������� �
4 �� �� ��>���� ����� �. ����/ 8� � ��) � � � �+ !�� ( � -����� ��� ��� �. �!! , ��-�
,��� � !������/ (��� 4 ��� ��� .�!!� ,��� �������� ������:

� @
��

� ��

� � 


�. �� ���!��� , ��- ��� *��� ���� 
$ !������+ ���� ( � @ � .�� � � 
$/ �� ����
)��� , � )��!- ,���� 4 �� ��� >���� �����

� @
���

� ��

� � 


end example
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example 1.13 An Infinite Union of Finite Sets

3��� ��� , � , � � � �� )�!)�!��� ��� ����� �. ��� ���� ( � @� %
�+ 
� � ,���� � �� ��
� - - ������! � � * � ��/ 8� � �1�*�!�+ ( � @� %�+� � ��- ( � @� ��+ %�� � / � . , � ! � �
H-- � � ��� ��� �. � - - ������! � � * � ���+ ���� , � )�� ,����

�

� � ���

� � @� 
 
 
 
 � �� 
 � � 
 � 
 
 
 
 � 
 �� 
 
 
 
 � 


end example

Intersectionof Sets

(�� ��	�
�� �	��� �. � , � ���� ( ��- ) �� ��� ��� �. �!! �!�*�� �� ���� ��� �� � ���
( ��- ) / (�� �� �����)���� �� -�����- � � ( � ) ��- , � )�� ��0 � ��� .�!!� ,���
.��*�! -�>������/

Intersection of Sets (1.5)

( � ) @� � � � � ( ��- � � ) � /

8� � �1�*�!�+ �. ( @ � � + %+ � � ��- ) @ � � + � � + ���� ( � ) @ � � � / � .
� � � @� +���� ( ��- ) ��� ���- �� � � ���'���	 / (�� ����*�� � �� �����)����
�. � , � ���� ( ��- ) �� �������� ��- � � ��� ���-�- ������ �. ��� J ��� -�����* ��
8����� �/$/

(�� .�!!� ,��� ���� ������ ��0 � ��*� ����) .�)�� �� ��� ��� �� �����)���� �� ���4
����/

Properties of Intersection (1.6)

�� � � � � � �

	� � � � � � � � � � � �� ���� ������ 
��

�� � � � � � 	 � � � � � � � � 	
 � � �� ���� ������ 
��

�� � � � � � �

�� � � � �� ��� ���� �� � � � � � �

A B

������ �	
 J ��� -�����* �. ( � ) /
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(�� �� �����)���� �� ������� )�� � � -�>��- .�� �� ��������� )�!!�)���� �. ����
�� � ������! , � � / 8� � �1�*�!�+ ��� �� �����)���� �. ��� � ���� ( � +
 
 
 +( � )�� � �
-�����- �� ��� .�!!� ,��� , � � :

��

� ��

� � @� � � 
 
 
 � � � 


(�� �� �����)���� �. ��� ��>���� )�!!�)���� �. ���� ( � + ( � + 
 
 
 + ( � + 
 
 
 )�� � �
-�����- �� ��� .�!!� ,��� , � � :

��

� ��

� � @� � � 
 
 
 � � � � 
 
 
 


�. � �� � ��� �. ��-�)�� ��- ( � �� � ��� .�� ��) � � � � +���� ��� �� �����)���� �. ���
���� �� ��� )�!!�)���� )�� � � -�����- �� ��� .�!!� ,��� , � �:

�

� � �

� � 


example 1.14 An Infinite Intersection

8� � ��) � � -- ������! � � * � �� � !�� ( � @ � � � � � � ��- %� � 1 � � � / 8� �
�1�*�!�+ ( � @ � %&+%
+%�+�+ �+ 
+ &� / =������ /�� � � ��� ��� �. � - - ������!
� � * � ���+ , � )�� �������� � ��� �� �����)���� �. ��� ���� ( � ��

�

� � �� �

� � @�� � 
 � 
 � � 


end example

Differenceof Sets

�. ( ��- ) ��� ����+ ���� ��� ��+�
 ��� � ( %) "�!�� )�!!�- ��� 
 ���	�&� � ��"�����	
�. ) �� ( ' �� ��� ��� �. �!�*�� �� �� ( ���� ��� ��� �� ) +,��) � , � )�� -��)��� �
�� � -�9����)� �. ����/

Differenceof Sets (1.7)

( %) @� � � � � ( ��- � 	� ) � /

8� � �1�*�!�+ �. ( @� � +%+� � ��- ) @� � +� � +���� ( %) @� � +%� / � � )��
��)���� ��� -�9����)� ( %) �. � , � ������! ���� ( ��- ) � � ��� ���-�- ������
�. ��� J ��� -�����* �� 8����� �/�/
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A B

������ �	� J ��� -�����* �. ( %) /

� ������! �1������� �. ��� -�9����)� ( %) �� ��� �����	
�� ��+�
 ��� � �.
���� ( ��- ) +,��) � �� ��� ����� �. ( %) ,��� ) %( ��- �� -�����- � � ( � ) /
(�� ��� ( � ) �� �������� ��- � � ��� ���-�- ������� �. ��� J ��� -�����* ��
8����� �/D/

� � )�� -�>�� ��� ��**����) -�9����)� � � ����� ��� ��1)!���0 �	 .��* �. ���	
�� .�!!� ,�:

SymmetricDifferenceof Sets (1.8)

( � ) @� � � � � ( �� � � ) ��� ��� � ��� � /

�� �� ����!!� ��� )���+ ����� ��� *�� � ��!���������� �� -��)� 0��/ 8� � �1�*�!�+
��5� ���� �� ��� ����

( � ) @ "( 	 ) ' % "( � ) '/

��� � � � 0���.� ���� "( � ) ' � � @( � ") � � 'K 8� � �1�*�!�+ ��� �� -�� ,
� , � J ��� -�����*�+ ��� .�� ��) � ��-� �. ��� �6������/

Complementof a Set

�. ��� -��)������ �!, � � � ��.��� �� ���� ���� ��� ������� �. � �����)�!�� ��� 5 +
���� 5 �� )�!!�- ��� $��&�
�� �! ���� �$
�� + ��- ��� -�9����)� 5 %( �� )�!!�-
��� � ��"�����	 �. ( +,��) � , � -����� � � ( � / (�� J ��� -�����* �� 8����� �/#
��)����� ��� ���0 ���� 5 �� � ��)����!�+ ,��� � , � ������� ( ��- ) + ,���� ���
���-�- ������ �������� �� ��� )�*�!�*�� � "( 	 ) ' � /

A B

������ �	� J ��� -�����* �. ( � ) /
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A

U

B

������ �	� J ��� -�����* �. "( 	 ) ' � /

CombiningSetOperations

(���� ��� *�� � ���.�! ���� ������ ���� )�* ���� -�9���� � ��� �� ��������/ J ���
-�����*� ��� �.��� 6���� ���.�! �� ������ �� 0����!�C� ���� ���� ��� )������)��-
,��� -�9���� � � � ��������/ 8� � �1�*�!�+ ��� ��� ( � ") 	 � ' �� �������� ��- � �
��� ���-�- ������� �. ��� J ��� -�����* �� 8����� �/
/

���� ��� � , � -���������0 � ���� ������ ��- �� ���������� ���� ��� � ���� )�* ����
��� �� �������� �. ����� ��- �� �����)����/

Combining Properties of Union and Intersection (1.9)
�� ( � ") 	 � ' @ "( � ) ' 	 "( � � '/ "� -���������� � 0� � 	 /'
�� ( 	 ") � � ' @ "( 	 ) ' � "( 	 � '/ "	 -���������� � 0� � � /'
�� ( � "( 	 ) ' @( / "���������� !� ,'

� ( 	 "( � ) ' @( / "���������� !� ,'

example 1.15 A Distributiv e Proof

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � "�/
�' �� ��� -�����������:

( � ") 	 � ' @ "( � ) ' 	 "( � � '/

A

C

B

������ �	� J ��� -�����* �. ( � ") 	 � '/
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E�� �.: � �5!! ��� , ���� � � ( � ") 	 � ' �. ��- ��!� �. � � "( � ) ' 	 "( � � '/

� � � � "� 	 � ' � 9 � � � ��- � � � 	 �
�9 � � �
 ��- ������ � � � �� � � �
�9 ������ "� � � ��- � � � ' � � " � � � ��- � � � '
�9 � � "� � � ' 	 "� � � ' 
 F� /

end example

(�� )�*�!�*�� � � � ������� )�* ����� ,��� ��� ����� �� �������� �� *�� � ��4
��������� , � ��/ ����5� � !��� �. ��*� �. ��� ���.�! ���� ������/

Properties of Complement(1.10)
�� "( � ' � @(�
�� � � @5 ��- 5 � @� /
�� ( � ( � @� ��- ( 	 ( � @5�

� ( � ) �. ��- ��!� �. )� � ( � /
�� "( 	 ) ' � @( � � ) � " � 2�����5� !� ,'/
�� "( � ) ' � @( � 	 )� " � 2�����5� !� ,'/
�� ( � "( 5	 ) ' @ ( � ) "���������� !� ,'/
�� ( 	 "( 5� ) ' @ ( 	 ) "���������� !� ,'/

example 1.16 SubsetConditions

� �5!! ��� 0� ��� .�!!� ,��� �����*�� � "�/��-':

( � ) �. ��- ��!� �. ) � � ( � /

E�� �.: �� ���� )��� , �5�� ��!� �� )����)� ��� � , � ��-�� �. ��� �9 �����*�� � ,���
� ��6���)� �. �9 �����*�� ��/ ?� ���� ���� � � � 7�� , ��� ������ .�� ��) � ����/

� � � �9 � � � �*�!��� � � �
�9 � 	� � �*�!��� � 	� �
�9 � � � � �*�!��� � � � �

�9 � � � � � 
 F� /

end example
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1.2.3 CountingFinite Sets

=��5� ���!� ��*� �. ��� 7�� ,!�-�� �� ��� ���� �� )��� ���� >���� ����/ (�� ��C�
�. � ��� � �� )�!!�- ��� � � 
 ������	� +,��) � , �5!! -����� � �

�� �/

8� � �1�*�!�+ �. � @ � � + %+ � � + ���� �� � @ �� � + %+ � �� @ &/ � � )�� �� � ����
)��-���!�� � � . � �� &+	�� �& �� ��� )��-���! � � * � �� �. � +	 �� ��*�!� � � ��� �����
�!�*�� ��/	

Countingby InclusionandExclusion

3��� ��� , � , � � � �� )��� � ��� ����� �. � , � ����/ 8� � �1�*�!�+ ���� ��� , � �� 0�
( @ � �+ 
+ &+A+$� ��- ) @ � 
+ A+�+ #� / 3��)� ( 	 ) @ � �+ 
+ &+A+$+�+
#� +�� .�!!� ,� ���� �( 	 ) �@D/ 3�*�!��!� +���)� ( � ) @� 
+ A� +�� .�!!� ,� ����
�( � ) �@ 
 / � . , � 7�� , � � � ����� �. ��� .��� � � * � ��� �( �+�) �+�( � ) �+��-
�( 	 ) �+ ���� , � )�� >�- ��� .����� � � ����� ��� .�!!� ,��� )��� ���� ��!� .��
>���� ����:

Union Rule(1.11)

�( 	 ) � @�( � B �) � %�( � ) �/

��5� ���� �� -��)� 0� � ���� ��!� � � -�� ,��� � J ��� -�����*/
(�� ����� ��!� �1���-� �� ����� �� *��� ����/ 8� � �1�*�!�+ ��� .�!!� ,���

)�!)�!����� ��0 �� ��� ����� ��!� .�� ����� >���� ����:

�� 	 � 	 � � @�� 	 "� 	 � ' �

@�� � B �� 	 � � � � � � "� 	 � ' �

@�� � B �� � B �� � � � � � � � � � � � "� 	 � ' �

@�� � B �� � B �� � � � � � � � � � "� � � ' 	 "� � � ' �

@�� � B �� � B �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � B �� � � � � � 


(�� � ���!�� ��*� .�� ��� ����� ��!� ��- ��� �1�������� �� ����� �� *���
���� �� ��� "
����"�� �! ����$���� ��� ����$���� / (�� ��*� �� ����������� � �)����
��� ��!� �� �� �� �-- "��)!�-�' ��� )��� � � . ��) � ��-�0�-��! ���/ (��� ������)�
"�1)!�-�' ��� )��� � � . �!! �� �����)���� ����� �. ����/ ��1�+ ��)!�-� ��� )��� � � .
�!! �� �����)����� �. ����� ����/ (��� �1)!�-� ��� )��� � � . �!! �� �����)����� �. .���
����+ ��- �� ��/

example 1.17 A Building Project

3��� ��� ( +) +��- � ��� ���� �. �� �!� ���-�- � � ����� , ��7 ��� �� � ;��/ 8� �
)�� 0�����)� !��5� )�!! ��� , ��7 ��� ( +) +��- � / 3��� ��� .������ ���� ��� , ��7 ���
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����� ��*� �. ��� �� �!� ".�� �1�*�!�+ �� � ������� ��� ;�)�+ �!! ����� , ��7 ���
*��� � ����� � ����!� ���!� �� ,'/ 3��� ��� ���� ( ���� # � � �!�+ ) ���� �� �� �!�+
��- � ���� $ � � �!�/ 3��� ��� .������ ���� ( ��- ) ����� & � � �!�+ ( ��- � �����

 � � �!�+ ��- ) ��- � ����� 
 � � �!�/ 8���!!� +���� ��� ���� ( +) +��- � ����� ���
��� �. 
 � � �!�/ �� , *�� � -�����)� �� �!� ��� ��)������ �� -� ��� ;��K (� �� , �
, � � � �� >�- ��� 0�!��

�( 	 ) 	 � �/

� � )�� ���!� ��� ����!� �. "�/�
' �� ������:

�� 	 � 	 � � @�� � B �� � B �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � B �� � � � � �

@# B � � B $ � &� 
 � 
 B 


@� # � � �!�/

end example

example 1.18 Surveys

3��� ��� , � ���0 �� 
�� ���-�� �� �� ��� ,������ ���� ��� ��7��� )������ �� )�*4
����� �)���)�+ *����*���)�+ �� �� ���)�/ (�� ����!�� ��� , ���� 
� ���-�� �� ��7 �
)�*����� �)���)�+ ��� ��7 � *����*���)�+ ��- �� ��7 � � � ���)�/ 8������+ 
� ���4
-�� �� ��7 � )�*����� �)���)� ��- *����*���)�+ 
� ��7 � )�*����� �)���)� ��-
�� ���)�+ ��- &� ��7 � *����*���)� ��- �� ���)�/ � � ��� �� �������- �� ����� ���4
-�� �� ���� ��7 � )������ �� �!! ����� �����/  � , � � � 0� ������ ��.��*�����K =��
� +� +��- 1 ����- .�� ��� ���� �. ���-�� �� ���� ��7 � )�*����� �)���)�+ *����4
*���)�+ ��- �� ���)�/ 3� , � ��� �� �������- �� ��� � � * � ��

�� � � � 1 �/

8��* ��� ��.��*����� ��0 �� , � 7�� , ���� 
�� 
 � � 	 � 	 1 �/ (�� ������ .��
��� ���6��!�� � �� ���� ��*� ���-�� �� *� � ��� � � ��7��� �� � )������ �� ��� �����
�����/ (�� ��������)� �!�� ��0 � � � ��� .�!!� ,��� ��.��*�����/

�� � @ 
�

�� � @���

�� � @ ��

�� � � � @ 
�

�� � � � @ 
�

�� � � � @ &� 


���!���� ��� ����!� �. "�/�
'+ , � �� 0�


�� 
 � � � B �� � B �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � B �� � � � � �

@
 � B � � � B � � � 
� � 
� � &� B �� � � � � �

@�
� B �� � � � � � 
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(����.���+ �� � � � 1 � � ��/ 3� , � )�� �� � ���� �� *��� �� �. ��� ���-�� ��
� �!!�- ��7 � )������ �� �!! ����� �����/ � � , ��!- ��� �� �1�)� ���, �� �. , � 7��,
���� ��) � ���-�� � �� ��� ���0 �� �� �7 �� !���� ��� )����� .��* ��� �. ��� �����
�����/

end example

Countingthe Differenceof Two Sets

3��� ��� , � ���- �� )��� � ��� -�9����)� �. � , � ����/ 8� � �1�*�!�+ �. ( @� �+ &+
$+D+
 � ��- ) @� 
+ &+A+#+�� � +���� ( %) @� �+ $+D+
 � / 3� �( %) � @ A/
�. , � 7�� , � � � � , � � . ��� � � * � ��� �( �+�( %) �+��- �( � ) �+���� , � )�� >�-
��� ����- � � ����� ��� .�!!� ,��� )��� ���� ��!� .�� >���� ����/

DifferenceRule(1.13)

�( %) � @�( � %�( � ) �/

��5� ���� �� -��)� 0� � ���� ��!� � � -�� ,��� � J ��� -�����*/ (, � � � �)��! )���� �.
"�/�&' ��� �!�� �� �����0 � ��- )�� � � �����- �� .�!!� ,�:

�. � � �
 ���� �� � � � @�� � � � � � 
 "�/�A'

�. � � � @� 
 ���� �� � � � @�� � 
 "�/�$'

example 1.19 Tool Boxes

��� ��� ���� ,��� ��� -��� .��* �1�*�!� ��+ ���� ��� , � , � � � �� 7�� , � � ,
*�� � � ������! �� �!� ��) � , ��7 �� ���-� "�� �!� ��� �����- ,��� ����� , ��7 ���'/
8� � �1�*�!�+ � ��7 �� ( ���-� � � � � ! � � 1 �. ��C�

�( % ") 	 � ' �/

� � )�� )�*���� ���� 0�!�� ����� � ��� ��� -�9����)� ��!� "�/�&' ��- ��� �����
��!� "�/��' �� .�!!� ,�/

�� � "� 	 � ' � @�� � � � � � "� 	 � ' �

@�� � � � "� � � ' 	 "� � � ' �

@�� � � "�"� � � ' � B �"� � � ' � � � � � � � � �'

@ #� "&B 
 � 
'

@$ � ������! �� �!� .�� �/

end example
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1.2.4 Bags(Multisets)

� %�# "�� �$�	���	 ' �� � )�!!�)���� �. �� ;�)�� ���� *� � )�� ���� ��� ����- � ))��4
���)�� �. �!�*�� ��/ ���� ��� ��� �*� ����� � ) ����)�������)�/

Two Characteristics of Bags

�� (���� *� � � � ��� ����- � ))�����)�� �. �!�*�� ��/

�� (���� �� �� �����)�!�� ��-�� �� �������*�� � � . ��� �!�*�� ��/

( � -�9���� ����� ���� .��* ����+ , �5!! ��� ���) 7��� �� ��)!��� ��� �!�*�� ��/ 8� �
�1�*�!�+ M� +$+#+� N�� � ��� ,��� .��� �!�*�� ��/ (, � ���� ( ��- ) ��� � *$�� �.
��� � � * � �� �. � ))�����)�� �. ��) � �!�*�� � �� ( �� ) �� ��� ��*� �� ������ ���/
�. ( ��- ) ��� �6��! ����+ , � ,���� ( @) / 8�� �1�*�!�+ M� +$+#+� N @ M� +� +#+
$N+��� M� +$+#+� N�@ M� +$+#N/

� � )�� �!�� -�>�� ��� ������ ������/  �>�� ( �� � � � �$%%�# �. ) +��-
,���� ( � ) +�. ��� � � * � �� �. � ))�����)�� �. ��) � �!�*�� � � �� ( �� !��� ����
�� �6��! �� ��� � � * � �� �. � ))�����)�� �. � �� ) / 8�� �1�*�!�+ M� +%N� M� +%+� N +
��� M� +%+� N�� M� +%N/ �� .�!!� ,� .��* ��� -�>������ �. ������ ���� � , � ���� (
��- ) ��� �6��! �. ��- ��!� �. ( �� � ������ �. ) ��- ) �� � ������ �. ( /

�. ( ��- ) ��� ����+ , � -�>�� ��� �$� �. ( ��- ) +-�����- � � ( B ) + ��
.�!!� ,�: �. � � ))��� � ��*�� �� ( ��- � ��*�� �� ) +���� � � ))��� � B � ��*��
�� ( B ) / 8�� �1�*�!�+

M
+
+ &NB M
+&+&+AN@M
+
+ 
+ &+&+&+AN/

� � )�� -�>�� ����� ��- �� �����)���� .�� ���� �!�� ", � ,�!! ��� ��� ��*�
��* � �!� �� .�� ����'/ =�� ( ��- ) � � ����+ ��- !�� � ��- � � � ��� � � * � �� �.
��*�� � � ))��� �� ( ��- ) +���� �)��0 �!� / E�� ��� !����� �. � ��- � � ))�����)�� �.
� �� ( 	 ) / E�� ��� �*�!!�� �. � ��- � � ))�����)�� �. � �� ( � ) / 8�� �1�*�!�+
,� � �0�

M
+
+ &N	 M
+&+&+AN@M
+
+ &+&+AN

��-

M
+
+ &N� M
+&+&+AN@M
+&N/

example 1.20 Leastand Greatest

=�� " "� ' -����� ��� ��� �. ���*� � � * � ��� ���� � ))�� �� ��� ���*� .�)����C�����
�. ��� ������! � � * � �� � / 8�� �1�*�!�+ , � �� 0�

" "$A' @M
+&+&+&N��- " "�
' @M
+
+ &N/
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=��5� )�*���� ��� ����� ��- �� �����)���� �. ����� � , � ����/ (�� ����� ��0 ��
" "$A' 	 " "�
' @M
+
+ &+&+&N@" "��#'+ ��- ��# �� ��� !���� )�**�� * �!���!�
�. $A��- �
 "�/�/+ ��� �*�!!��� � �����0 � �� ����� ���� ���� � ��� -�0�-�'/ 3�*�!��!� +
, � ��� " "$A' � " "�
' @ M
+&N@" "�'+ ��- � �� ��� �������� )�**�� -�0���� �.
$A ��- �
 "�/�/+ ��� !������ � �����0 � �� ����� ���� -�0�-�� ���* � ���'/ ��� , �
-��)� 0� � � � ������ ����K �� ��� ���� ���� " "� ' 	 " "� ' ��- " "� ' � " "� ' )�*����
��� !���� )�**�� * �!���!� ��- ��� �������� )�**�� -�0���� �. � ��- � / ���
� � � )�� 0��)� � �����!. K

end example

1.2.5 SetsShouldNot BeToo Complicated

3�� ������ , � � )�����- � � ��� *����*���)��� O���� ��� ��� "�#A$%�
�#' -�����
��� � ���� - �#DA �� �#
$/ =���� ��*� )�� ���-�)����� , ��� .���- �� ��� ������ /
�0 �������� , ��7� >�� �� !��� �� , � -��5� �!!� , ���� �� � � �� � )�*�!�)���-/
?���)�!!� + , � ��0 �� �!!� , � ��� �� � � -�>��- � � � ���� ���� ) ��) 7� ,������ �
��� �� � *�* � � � � . ����!./ �. , � �!!� , � - ��) � � �����+ ���� , � )��!- ��� -�)�-�
��*� 6�������� �. ��� *�* � ������/ 8� � �1�*�!�+ ���� ��� , � -�>�� ��� ��� � ��
.�!!� ,�:

� @� ( � ( �� � ��� ��- ( 	� ( � /

�� ����� , ��-�+ � �� ��� ��� �. �!! ���� ���� ��� ��� *�* � ��� �. ���*��!0 ��/ �� ,
��7 ��� 6������� ��� � � � K	 �. ��+ ���� ��� )��-����� .�� *�* � ������ �� �
* ��� ��!-/ ?�� ���� �� �� ���� � 	� � / H� ��� ����� ���-+ �. , � ����*� ����
� 	� � +���� , � * ��� )��)!�-� ���� � � � / � � ������ )��� , � ��� � )�� ���-�)4
����/ (��� �1�*�!� �� 7�� ,� �� 6 $���� ��� " � 
 ���� ��.��� ��� ���!������� ��-
*����*���)��� ?������- G����!! "�#D
%�
D�'/

(��� 7��- �. ����-� 1 !�- �� � *��� )���.�! ���-� �. ��� .���-������ �. ���
������ / 8�� �1�*�!�+ ��������- ��- G����!! M�
��N -�0 �!�� �- � ������ �. ����
����- �� � ������) � � �. !�0 �!� ���� ���� )�!!�- 	�" �� / (�� !� , ��� � � � � )�� �����
��-�0�-��! �!�*�� ��/ �� � ����� � � � � )�� ����� ��!� ���� ,���� �!�*�� �� ��� .��*
��� ��1� !� , � � � �� � �� ��� ������) � � / � � )�� !��� ��� ������) � � �. � � � � � � � � 	 +
� � +
 
 
 +� � +
 
 
 +,���� � 	 �� ��� !� , ��� � � � � )�� ������� ��-�0�-��! �!�*�� �� ��-
�� ������! � � 
� �� ��� � � � � )��������� �. ���� ,���� �!�*�� �� ��� .��* � � / 3�
�� � ��� �� ���� ������ � �!���� �� �1�)�!� ��� � � � � � � .�� ��*� � 
 �/

�� � )����6���)� �. ��� -�>������+ , � )�� �� � ���� ( 	� ( .�� �!! ���� (
�� ��� ������ / ( � ��� ����+ ���� ��� ( �� � ��� �. � � � � � � 
� / (��� *���� ����
��� �!�*�� �� �. ( ��� �. � � � � � � / � . , � ����*� ���� ( � ( + , � , ��!- �� 0�
�� )��)!�-� ���� ( �� �!�� � ��� �. � � � � � � / (��� �� �� ���� ( � �!���� �� ���
� , � � �� �� � � ��- � � 
� +)�� ����� �� ��� .�)� ���� ( * ��� � �!��� �� �1�)�!� ���
�� � � /

=��5� �1�*��� ,� � G����!!5� ����-� 1 )��5� ���� �� �� ���� ��, ������ �.
����/ 3��)� ( 	� ( .�� �!! ���� ( �� ��� ������ +��� �������! -�>������ �. � )��
� � ��*�!�>�- �� � @� ( � ( �� � ��� � / (��� �� �� ���� � )�� ����� �!! ����/ ?��
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� ����!. ���5� �0 �� � ��� �� ��� ������ � �)���� �� )�� ����� ���� �. -�9���� � � �� ��/
�� ��-�� .�� � �� � � � ��� �� ��� ������ +��) � ( �� � * ��� � �!��� �� ��� ��*�
� � � � / 8�� �1�*�!�+ , � )��!- ��) 7 ��*� � � � � � � ��- -�>�� � @� ( � ( ��� � � � �
� � � / (��� �� �� ���� � �� � ��� �. � � � � � � 
� / � � , ���)� � �� � ��� �� ��� ������ +
, � 7�� , ���� � 	� � / ?�� ���� .�)� -� ���5� !��- �� �� �� � 7��- �. )�� ���-�)����
�����*�� �/

Exercises

���������� ����

�� (�� ��� � � � � �� � 0�,� !� )�� �!�� � � -��)��� �- � � � � +� +�+� +$� /  ��)��� �
��) � � . ��� .�!!� ,��� ���� � � !������ ��� �!�*�� ��/

�� � � � � � � ��- � � � � #� /
�/ � 
 � B � � � �� �� �0 �� �� ����� � � � , ��� � ��- �� � /
�� � � � � �� �� � - - ���*� !��� ���� 
� � /
-/ � � � � �� � *�� �� ��-��� ,��� ��� !����� � � 	 � /
�� � 1 � 1 �� � !����� �� ��� , ��-� 2�33�33�EE� G�J�G � /
./ � � � � � � ��- � -�0�-�� 
A� /

�� (�� ��� � � +� +�+� +$� )�� �!�� � � -��)��� �- � � � � � � �� � 0� , �! � /  ��)��� �
��) � � . ��� .�!!� ,��� ���� �� ���*� �. � ���� ��� � � . ��� �!�*�� ��/

�� (�� ��� �. -���� �� ��� *�� �� �. L�� ���� /
�/ � �+ &+$+D+
+ ��+ �&+�$ � /
�� � �+ A+��+ 
$+ &�+AD+�A� /
-/ (�� ��� �. �0 �� �� ������ � ///+%A+%
+�+ 
+ A+///� /

�������

�� =�� ( @� � +� � / ���, �� ���� �� .�!�� .�� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� ��/

�� � � ( / � / � � � � ( / �� � � ( / - / � � � � ( /
�� � � ( / ./ � � ( / �� � � � � ( / � / � � � � ( /

A/ 3�� , ���� � � ( .�� �0 ��� ��� ( /

�� 8��- � , � >���� ���� ( ��- ) ��) � ���� ( � ) ��- ( � ) /

	� � ���� -� ,� ��� � � , � � ��� .�� ��) � � . ��� .�!!� ,��� ����/

�� � � +� +,+2 � / � / � � +� � +%�� / �� � /
-/ � � � / � / �� � � +� � /

�� 8� � ��) � )�!!�)���� �. ����+ >�- ��� �*�!!��� ��� ( ��) � ���� ��� )�!!�)���� ��
� ������ �. � � , ��" ( '/

�� �� � � +� %+� �� / � / �� � � +� � �� / �� �� � � +�� � ��� /
-/ �� � � +�� %�� +� � +%�� /
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� 3��� ��� ( ��- ) ��� ���� -�>��- �� .�!!� ,�:

� @� � �� @ A� B � ��- � � � � 


� @� � �� @ &� B $ ��- � � � � 


�� =��� ��� �!�*�� �� �. ( 	 ) /
�/ =��� .��� �!�*�� �� �. ( � ) /

�� �� � � , ��" ( 	 ) ' @ � � , � � "( ' 	 � � , ��" ) 'K

��� 8� � ��) � �� ����� �+-�>�� ( � �� .�!!� ,�:

�. � �� �0 �� ���� ( � @� � � � � � ��- � � %� �� � � � � /

�. � �� � - - ���� ( � @� � � � � � ��- %� � � � � � /

��  ��)��� � ��) � � . ��� ���� ( 	 +( � +( � +( � +( %� +��- ( %� /
�/ 8��- ��� ����� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � �+ &+$+D+
 �� /
�� 8��- ��� ����� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � �� �0 �� � /
-/ 8��- ��� ����� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � �� � - - � /
�� 8��- ��� ����� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � � /
./ 8��- ��� �� �����)���� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � �+ &+$+D+
 �� /
�� 8��- ��� �� �����)���� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � �� �0 �� � /
�/ 8��- ��� �� �����)���� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � �� � - - � /
�� 8��- ��� �� �����)���� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � � /

��� 8� � ��) � ������! � � * � �� � +!�� ( � � � -�>��- � �

( � @� � � � � � ��- � -�0�-�� � ,��� �� ��*���-�� � /

��  ��)��� � ��) � � . ��� ���� ( 	 +( � +( � +( � +( � +( � +( � +( 
 +��- ( �		 /
�/ 8��- ��� ����� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � �+ 
+ &+A+$+�+ D�� /
�� 8��- ��� �� �����)���� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � �+ 
+ &+A+$+�+ D�� /
-/ 8��- ��� ����� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � � /
�� 8��- ��� �� �����)���� �. ��� )�!!�)���� � ( � � � � � � /

�
/ 8� � ��) � � . ��� .�!!� ,��� �1���������+ ��� � J ��� -�����* �������� ���� �
���0 ���� 5 ��- � , � ������� ( ��- ) / 3��-� ��� ���� �. ��� -�����* ����
)������ ��-� �� ��� ��0 �� ���/

�/ ( � / � / ) � / ) / "( 	 ) ' � /
-/ ( � � ) � / � / ( � 	 ) � / ./ "( � ) ' � /

��� ��) � J ��� -�����* �� ��� .�!!� ,��� >���� �������� �� � ��� ,���� ������� ���
��-�)���- � � ��� !����� � / 8��- �� �1�������� .�� ��) � � . ��� ����� ���� ��
���*� �. ��� �� ��������/ ( � � � � ��*�!�.� � ��� ���, ���/
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A

C

B A B A B

C C

x x x

x

x

x

x

x

x

 ��� ���� !����� ����

���  ��)� 0� � � � ��)!����� �1)!����� .��* �!� .�� ��� � � * � �� �. �!�*�� �� �� ���
����� �. .��� ���� ( +) +� +��- 7 /

�$/ O�0�� ����� ���� ( +) +��- � / 3��� ��� ��� ����� �. ��� ����� ���� ��� )��4
-���!�� � 
#�/ 3��� ��� �!�� ���� �( � @���+ �) � @
��+ ��- �� � @�$�/ ��-
���� ��� , � �!�� 7�� , �( � ) � @$�+ �( � � � @#�+ ��- �) � � � @
�/ 8��-
��� )��-���!�� � � . ��� �� �����)���� �. ��� ����� ��0 �� ����/

��/ 3��� ��� ( +) +��- � �������� � ����� ��� ������ ������� � ������ �. � ���
.� 0����� )�� � / =�� ( +) +��- � �!�� � � ���� ,���� �!�*�� �� ��� ��� ��� �����
.�� ��� )������ ��-��� ��� �����/ 3��� ��� ( ��� 
$ �����+ ) ��� &� �����+
��- � ��� A� �����/ 3��� ��� .������ ���� ( ��- ) ����� "�� 0� �� )�**��'
� �����+ ( ��- � ����� $ �����+ ��- ) ��- � ����� A �����/ =���!� +���� ���
���� ( +) +��- � ����� 
 �����/ ���, �� ��) � � . ��� .�!!� ,��� 6��������/

�� �� , *�� � -�����)� ����� ��� �� ��� ����� ��� ������K
�/ �� , *�� � ����� .�� ( ��� ��� ����� .�� ) K
�� �� , *�� � ����� .�� ( ��� ��� ����� .�� � ��� ) ��- � K
-/ �� , *�� � ����� .�� ( ��� ��� ����� .�� �� � ����� ���K

��� 3��� ��� � ���� , � � ���0 �� )��, ����)�- ��� .�!!� ,��� ��.��*����� �� ��� $��
0���)!��: �� ��� 0���)!�� ��� -��0 �� , � � �*�7���+ �� 
�� 0���)!�� ��� -��0 ��
, � � ��!7��� �� � ���������+ ��- �� &�� 0���)!�� ��� -��0 �� , � � ������ ���
��-��/ 8������+ �� $� 0���)!�� ��� -��0 �� , � � �*�7��� ��- ��!7���+ �� A�
0���)!�� ��� -��0 �� , � � �*�7��� ��- ������ ��� ��-��+ ��- �� &� 0���)!��
��� -��0 �� , � � ��!7��� ��- ������ ��� ��-��/ ���� )�� � � � � � � �� ��� ���
� � * � �� �. -��0 ��� ,�� , ��� �*�7���+ ��!7���+ ��- ������ ��� ��-��K

�#/ 3��� ��� ��� .�!!� ,��� � ���!� , � � � �� � ��**�� )�*�: 
D � � ��+ �$ )�� �
) ��!-���+ 
D *��+ 
� ���)�� � � � ��+ A
 � ���!� .��* ��� )�� � + �# )�� � *�!��+
��- 
� ���)�� � .�*�!��/ �� , *�� � � ���!� , � � � �� ��**�� )�*�K
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"���

��� 8��- ��� ����� ��- �� �����)���� �. ��) � � . ��� .�!!� ,��� ����� �. ����/

�� M� +� N P M� +� +, N/
�/ M� +� +� N P M� +� +� +� N/
�� M� +� +� +%N P M� +� +%+%+� N/
-/ M�+
+ 
+ &+&+A+ANP M
+&+&+A+$N/
�� M� +� + M� +� N+M� +� NNP M� +� +� +� N/
./ M� +� + M%+%N+M� + M%NNN P M� +� + M%N+M%NN/


�/ 8��- � ��� ) ���� ��!0 �� ��� .�!!� ,��� � , � ��* �!������� ��� �6�������:

� 	 M

 
 
 &
 AN@M
 
 
 
 &
 &
 A
 A
 $N


� � M

 
 
 &
 A
 $N@M
 
 &
 A
 $N


��� �� , , ��!- � � � -�>�� ��� -�9����)� �� ������� .�� ����K ( � � � � *�7 � � ���
-�>������ ����� ,��� ��� -�9����)� �� ������� .�� ���� ,����0 �� ��� ���� ���
!�7� ���� ",������ ��� ����- � ))�����)�� �. �!�*�� ��'/

#�� ��� ��
  ��$$�����

��� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� .�)�� �� ��� ��� ����� �� ������� "�/&'/ I�� ������
����*�� �� ���� ��� ,������ �� )�*�!��� ��� ���)��/

�� ( 	 � @( /
�/ ( 	 ) @) 	 ( /
�� ( 	 ( @( /
-/ ( 	 ") 	 � ' @ "( 	 ) ' 	 � /

��� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� .�)�� �� ��� ��� �� �����)���� �� ������� "�/�'/ I��
������ ����*�� �� ���� ��� ,������ �� )�*�!��� ��� ���)��/

�� ( � � @� /
�/ ( � ) @) � ( /
�� ( � ") � � ' @ "( � ) ' � � /
-/ ( � ( @( /
�� ( � ) �. ��- ��!� �. ( � ) @( /

��� E�� 0� ���� � � , ��" ( � ) ' @ � � , � � "( ' � � � , ��" ) '/


$/ E�� 0� ���� ( 	 ") � � ' @ "( 	 ) ' � "( 	 � '/

�	� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� ���������� !� ,� "�/
' � ,�)�/ (�� >��� ��� �. ����!-
��� ������ ����*�� ��/ (�� ��)��- ��� �. ����!- ��� �� �!���-� 7�� ,� ����!�/

�� ( � ") 	 ( ' @ ( /
�/ ( 	 ") � ( ' @ ( /
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��� 3�� , ���� "( � ) ' 	 � @( � ") 	 � ' �. ��- ��!� �. � � ( /

�
� O�0� � ��� �. �� � )��� ����1�*�!� .�� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� ��/

�� ( � ") 	 �' @( � ) /
�/ ( % ") � �' @( %) /
�� ( � ") 	 � ' @ "( 	 ) ' � "( 	 � '/
-/ ( � ( @( /

��� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� ���� ������ �. ��� )�*�!�*�� � "�/��'/

�� "( � ' � @(�
�/ � � @5 ��- 5 � @� /
�� ( � ( � @� ��- ( 	 ( � @5�
-/ "( 	 ) ' � @( � � ) � / " � 2�����5� !� ,'
�� "( � ) ' � @( � 	 ) � / " � 2�����5� !� ,'
./ ( � "( � 	 ) ' @ ( � ) / "���������� !� ,'
�� ( 	 "( � � ) ' @ ( 	 ) / "���������� !� ,'

&�/ ��� � � � >�- � -��)������� �. � ��� ( �����.���� ��� �6������ ( @� � +( +%� /
����)� �� ���� )��� ���� ( � ( /

1.3 OrderedStructures

�� ��� ���0���� ��)���� , � �� , ���� ���� ��- ���� ��� ���- �� �������� � ��4
��-���- ��.��*�����/ �� ���� ��)���� , �5!! �� ��� -�)� ��*� ������� ��- ���������
.�� ����)����� ���� �� 0� ��*� 7��- �. ��-����� �� ���*/

1.3.1 Tuples

���� , � ,���� -� ,� � ��� ���)�+ �� �!, � � � ��� � ��6��� ���! ������/ 8� � �1�*�!�+
�� ��� ���0���� ��� ���)� ��� , ��- �����	 �� ��� >��� , ��-+ ��� , ��- �, �	 ��
��� ��)��- , ��-+ ��- �� ��/ ��.��*�!!� +� 	$"�� �� � )�!!�)���� �. ������+ )�!!�-
��� ������	�� ,���� ����� �� � >��� �!�*�� �+ � ��)��- �!�*�� �+ ��- �� ��/ (��
�!�*�� �� �. � ���!� ��� �!�� )�!!�- ���% �
� +�%'� �	� + �� � ��" ����	�� � �5!! -�����
� ���!� � � ,������ -� ,� ��� �!�*�� ��+ ��������- � � )�**��+ ��- �������-���
�0 �������� ,��� ��� � , � ��* � �!� �"	 ��- �'	/ 8� � �1�*�!�+ ��� ���!� "�
+ 6 +

' ��� ����� �!�*�� ��/ (�� >��� �!�*�� � �� �
+ ��� ��)��- �!�*�� � �� ��� !�����
6 + ��- ����- �!�*�� � �� 
 / (�� � �������� ��� ���)� �. ���� ��������� )�� � �
�������� ��- � � ��� .�!!� ,��� ���!�:

"����+ , � +,����+ -� ,�+ 
 
 
 +��6��� ���!+ ������'/
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�. � ���!� ��� � �!�*�� ��+ , � �� � ���� ��� ���#	� �� � +��- , � )�!! �� �� �8	$"�� /
3� ��� ���!� "#+� +��!!�' �� � &4���!�+ ��- "� � +
 
 
 +� � ' �� � � #4���!�/ (�� �4���!�
�� -�����- � � " ' +��- , � )�!! �� ��� ��"	� ���!�/ � 
4���!� �� �.��� )�!!�- ��
�
 ��
 � � " ��
 +��- � &4���!� *��� � � � )�!!�- �� �
 ��
 � � 	
�"�� / H���� , ��-� ���-
�� �!�)� �. ��� , ��- 	$"�� ��� &��	�
 ��- �� *$��� � +� �����!� *� -�>�- � � ��� , ��-
�
 ��
 � � /

(, � � 4���!�� "� � +
 
 
 +� � ' ��- "� � +
 
 
 +� � ' ��� ���- �� � � � *$�� �. � � @� �

.�� � � � � � +��- , � -����� ���� � � "� � +
 
 
 +� � ' @ "� � +
 
 
 +� � '/ (� �� ���
��-���- ����� "&+D' ��- "D+&' ��� ��� �6��!+ ��- , � ,���� "&+D' �@"D+&'/ 3��)�
���!�� )�� 0� � ��� �-�� �. ��-��+ ���� ��� -�9���� � .��* ���� ��- ����/ ���� ���
��*� �1�*�!��:

3���: � %��� 	 � @� 	� �� %� /
?���: M	� �� �� 	 N @ M�� 	� 	� � N/
( ��!��: "	� �� �� 	 ' �@ "�� 	� 	� � ' ��- "%��� 	 ' �@ "	� �� %'/

���� ��� ��� � , � �*� ����� � ) ����)�������)� �. ���!��/

Two Characteristics of Tuples

�� (���� *� � � � ��� ����- � ))�����)�� �. �!�*�� ��/

�� (���� �� �� ��-�� �� �������*�� � � . ��� �!�*�� ��/

(�� ���� �. ���� ��)���� �� ��� -�)�� ����)����� ���� ��� �������� ��- �� ���!��/
� �5!! �!�� ��� �� ��� ��1� ��)���� ���� ������ ��- ����� ��� �.��� �������� ��-
����� ���!��/

CartesianProductof Sets

� � �.��� ���- �� �������� � ��.��*����� �� ��� .��* �. ���!��+ ,���� ��� �!�*�� ��
�� ��) � ���!� )�*� .��* 7�� ,� ����/ 3�) � � ��� �� )�!!�- � ��������� ��� -�)�+
�� ����� �. G�� Q�  ��)����� "�$
�%��$�'+ ,�� �� ��� -�)�- ��� �-�� �. ��������
��-���- �����/ (�� ��������� ��� -�)� �� �!�� ��.����- �� �� ��� �
 ��� "
 � �$�	 /
����5� ��� .��*�! -�>������/

Definition of Cartesian Product
�. ( ��- ) ��� ����+ ���� ��� ��
	����� "
 � �$�	 �. ( ��- ) +,��) � �� -�����-
�� ( � ) +�� ��� ��� �. �!! ��-���- ����� "� +%' ��) � ���� � � ( ��- %� ) ��
����� , ��-�+ , � �� 0�

( � ) @� "� +%' � � � ( ��- %� ) � /
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8� � �1�*�!�+ �. ( @� � +� � ��- ) @� �+ � � +����

( � ) @� "� +�'+ "� +�'+ "� +�'+ "� + �' � /

3��� ��� , � !�� ( @ � ��- ) @ � �+ � � ��- ���� ��7 ��� 6������� ����� ��
( � ) K	/ �. , � ���!� ��� -�>������ �. ��������� ��� -�)�+ , � * ��� )��)!�-� ����
����� ��� �� ��-���- ����� ,��� >��� �!�*�� �� .��* ��� �*�� � ���/ (����.���+
( � ) @� / 3� ��5� ���� �� ������!�C� ��- �� � ���� ( � ) �� ����*�� � �. ��-
��!� �. � ��� ( ��- ) ��� ����*�� � ����/ (�� ��������� ��� -�)� �. � , � ���� ��
����!� �1���-�- �� �� � � �* � � � � . ���� ( � +
 
 
 +( � � � ,������

( � � 


 � ( � @� "� � +
 
 
 +� � ' � � � � ( � � /

�. �!! ��� ���� ( � �� � ��������� ��� -�)� ��� ��� ��*� ��� ( + ���� , � ���
��� �����0����- �������� ( � @ ( � 


 � ( / ���� ���� �������� , � �� 0� ���
.�!!� ,��� -�>������� .�� ��� ���� ( � ��- ( 	 :

( � @� "� ' � � � ( � ��- ( 	 @� " ' � /

3� , � * ��� )��)!�-� ���� ( � �@( ��- ( 	 �@� /

example 1.21 SomeProducts

=�� ( @� � +%+� � / (��� , � �� 0� ��� .�!!� ,��� ��������� ��� -�)��:

� 	 @� "' � 


� � @� "� ' 
 "� ' 
 "� ' � 


� � @� "�
 � ' 
 "�
 � ' 
 "�
 � ' 
 "�
 � ' 
 "�
 � ' 
 "�
 � ' 
 "�
 � ' 
 "�
 � ' 
 "�
 � ' � 


� � �� ������ � ��+ ,��� � , � � � �4��0 �� &4���!��/

end example

���� , ��7��� ,��� ���!��+ , � ���- ��� ���!�� � � � ���-�*!� �))��� �� � )�*4
� ���� �/ (�� )�*� ���� �� �. �� � 4���!� )�� � � ��-�1�- �� ��0 ���! -�9���� � , � � �
-�� ��-��� �� ��� ����!�* �� ���-/ 8� � �1�*�!�+ �. 	 � ( � ) � � +���� , �
*��� � �������� � 	 �� �� � � . ��� .�!!� ,��� , � ��:

"� � 
 � � 
 � � ' 


"� "�' 
 � "
' 
 � "&'' 


"�M�N
 �M
N
 �M&N'


"� "� ' 
 � "� ' 
 � "� '' 


"� "� ' 
 � "� ' 
 � "� '' 


=��5� !� �7 �� �� �1�*�!� ���� ��� ,� �� , ��������� ��� -�)�� ��- ���!�� ���
��!���- �� ��*� .�*�!��� �� ;�)�� �. ������**���/
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example 1.22 Arrays, Matrices, and Records

�� )�*����� �)���)�+ � �4-�*�������! ���� � � . ��C� � ,��� �!�*�� �� �� ��� ��� (
�� �� � 4���!� �� ��� ��������� ��� -�)� ( � / 3� , � )�� ����7 �. ��� ���������
��� -�)� ( � �� ��� ��� �. �!! �4-�*�������! ���� �� �. ��C� � �0� � ( / � . � @ "� � +
 
 
 +
� � '+ ���� ��� )�*� ���� � � � �� ����!!� -�����-��� ������**��� !���������� �
� M� N/

� 
4-�*�������! ���� ���!�� )�!!�- � ��	
�� �)�� � � ������ � � . � � � ���!�
�. �� ;�)�� ���� ��� ��-�1�- � � �� ,� ��- )�!�*��/ �. � �� � *����1 ,��� � �� ,�
��- � )�!�*��+ , � �� � ���� � �� �� � �� � *����1/ 8� � �1�*�!�+ �. � �� � & � �
A *����1+ ���� � )�� � � �������� ��- � � ��� .�!!� ,��� -�����*:

� @

�

�
�

� �� � �� � �� � ��

� �� � �� � �� � ��

� �� � �� � �� � ��

�

�
	 


� � )�� �!�� �������� � � �� � &4���!� ,���� )�*� ���� �� ��� A4���!�� �� .�!!� ,�:

� @ ""� �� +� �� +� �� +� �� '+ "� �� +� �� +� �� +� �� '+ "� �� +� �� +� �� +� �� ''/

�� ������**���+ ��� )�*� ���� � � �� �� ����!!� -�����- � � � M�+' N/� � )�� ����7
�. ��� ��������� ��� -�)� "( � ' � �� ��� ��� �. �!! 
4-�*�������! ���� �� � 0� � ( ,���
& � � , � ��- A )�!�*��/ H. )�����+ ���� �-�� �1���-� �� ������ -�*�������/ 8� �
�1�*�!�+ ""( � ' 
 ' � �������� �� ��� ��� �. �!! &4-�*�������! ���� �� � 0�� ( )���������
�. A4���!�� ,���� )�*� ���� �� ��� D4���!�� ,���� )�*� ���� �� ��� $4���!�� �.
�!�*�� �� �. ( /

8� � ������� �1�*�!� , � )�� ����7 �. ( � ) �� ��� ��� �. �!! ��)��-�+ ��
����)�����+ ,��� � , � >�!-� ( ��- ) / 8�� � ��)��- 
 @ "� + %' � ( � ) ���
)�*� ���� �� � ��- %��� ���*�!!� -�����- � � 
�( ��- 
�) /

end example

(���� ��� �� !���� ����� ��)� ������ �� ��� ���!��: (��� ��� ���� �� ��4
-������-R ���� ��� ����) ���!-��� �!� )7� .�� ��� �������� ������ �. ��.��*�����R
��- ���� ��� ����!� �*�!�*�� ��- � � � )�*�����+ ,��) � , �5!! -��)��� �� ��� ��1�
�1�*�!�/

example 1.23 ComputerRepesentationof Tuples

��*������ �������� � ���!�� �� )�� ������� )�!!� �. *�*��� �� ���� ��) � )�*� �4
��� � )�� � � �))����- 6��) 7!� / 8�� �1�*�!�+ ���� ��� ���� ��) � )�*� ���� � � . ���
���!� � @ "� � +
 
 
 +� � ' ���-� � *�*��� )�!!� �� ����� ��/ �. ) �� ��� � ��������
�--���� �. *�*��� �!!� )���- .�� ��� ���!� � +���� � � �� �� !� )����� ) +� � �� ��
!� )����� ) B � +��- �� ������!+ � � �� �� !� )�����

) B � "� %�'/
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3� ��) � )�*� ���� � � � �. � )�� � � �))����- �� ��� �*��� � � . ��*� ���� �� ��7 ��
�� �0 �!���� ) B � "� %�'/

8� � * �!��-�*�������! ���� ��+ ��� �))��� ��*� �� �!�� .���/ 8� � �1�*�!�+ ���4
� ��� � �� � & � � A *����1 �������� ��- �� ��� .�!!� ,��� ��� ,4*� ;��	 .��* �� �
����� ���!� �. �� ,�+ ,���� ��) � � � , �� � A4���!�/

� @ ""� �� +� �� +� �� +� �� '+ "� �� +� �� +� �� +� �� '+ "� �� +� �� +� �� +� �� ''/

3��� ��� ���� ��) � )�*� ���� � � . � ���-� � *�*��� )�!!�/ �. ) �� ��� � ��������
�--���� �. *�*��� �!!� )���- .�� � +���� � �� �� �� !� )����� ) +� �� �� �� !� )�����
) B A� +��- � �� �� �� !� )����� ) B #� / (�� !� )����� �. �� ��������� �!�*�� �
� �� �� ��0 �� � � ��� �1��������

) B A� "' % �' B � "� %�'/

�1��������� ��) � � � ���� ��� )�!!�- ���
 ��� " ���������� / ��) � )�*� ���� � � ��

)�� � � �))����- �� ��� �*��� � � . ��*� ���� �� ��7 �� �� �0 �!���� ��� �--����
� �!���*��!+ ,��) � �� )!��� �� � )������ � .�� �� � ' ��- � /

end example

1.3.2 Lists

� ���	 �� � >���� ��-���- ��6���)� �. C��� �� *��� �!�*�� �� ���� )�� � � ��� ����-/
� � ���� � ��� � � !��� ���*� ;��� !�7� � ���!�/ 3� ,���5� ��� -�9����)� � � � , ��� ���!��
��- !����K (�� -�9����)��� ��� ��� �� )�*����� �)���)���� �� ,��� ����� )�� � �
���-�*!� �))����-/ �� ��� )��� �. ���!�� , � )�� ���-�*!� �))��� �� � )�*� ���� �
�� � )������ � �*��� � � . ��*�/ �� ��� )��� �. !���� , � )�� ���-�*!� �))��� ��!�
� , � ������ �� � )������ � �*��� � � . ��*�: ��� >��� )�*� ���� � � . � !���+ ,��) � ��
)�!!�- ��� �� �� +��- ��� !��� *�-� �� �. �0 �������� �1)��� ��� >��� )�*� ���� �+
,��) � �� )�!!�- ��� 	��� /

3� , �5!! ��� � - �9���� � �������� .�� !����/ � �5!! -����� � !��� � � ,������ -� ,�
��� �!�*�� ��+ ��������- � � )�**��+ ��- �������-��� �0 �������� ,��� ��� � , �
��* � �!� � � 	 ��- � � 	/ (�� ��"	� ���	 �� -�����- � �

� � /

(�� � � * � �� �. �!�*�� �� �� � !��� �� )�!!�- ��� ���#	� / 8�� �1�*�!�+ ��� !���

� 2+� +� +, � +

��� !����� A+��� ���- �� 2+��- ��� ���! �� ��� !��� � � +� +, � / � . . �� � !���+ , �5!!
��� ��� ��������

���-" . ' ��- ���! ". '

�� -����� ��� ���- �. . ��- ��� ���! �. . / 8�� �1�*�!�+

���-" � 2+� +� +, � ' @ 2+
���!" � 2+� +� +, � ' @ � � +� +, � /
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����)� ���� ��� �*�� � !��� � � -� �� ��� �� 0� � ���- �� ���!/
�� �*� ����� � )�*���������! ���� ��� � � . !���� �� ��� ���!�� � � � ����!� )������)�

� ��, !��� � � �--��� � ��, �!�*�� � � � ��� ���- �. �� �1������ !���/ (�� ��*�
� ��� ,�!! � � ���- �� -����� ���� )������)���� �� �������/ �. � �� �� �!�*�� � � .
��*� 7��- ��- . �� � !���+ ����

)���" � +. '

-�� ��� ��� !��� ,���� ���- �� � ��- ,���� ���! �� . / ���� ��� � .�, �1�*�!��:

)���" 2+� � +� +, � ' @ � 2+� +� +, � +
)���" � +� � ' @ � � � /
)���"����+ � ��+ ��!�.�! � ' @ � ����+ ��+ ��!�.�! � /

(�� �� �������� ���-+ ���!+ ��- )��� )�� � � -��� �<)��� �!� ��- -���*�)�!!�
-����� ��� �1�)����� �. � ������*/ (�� ����� �� �������� ��� ��!���- � � ���
.�!!� ,��� �6������ .�� �� � ����*�� � !��� . /

)���"���-" . '+ ���!" . '' @. /

(���� �� �� ������)���� �� ��� 7��- �� ;�)� ���� � !��� )�� )�� ����/ �� .�)�+ �� ��
�.��� 6���� ���.�! �� �������� � ��.��*����� �� ��� .��* �. !���� ��- ��� �!�*�� ��
�. ����� !���� *� � � � !����+ ,���� �!�*�� �� *� � � � !����+ ��- �� ��/ ���� ��� �
.�, �1�*�!�� �. ��) � !����+ �������� ,��� ����� ���-� ��- ���!�/

� ���-" � ' ���!" � '
� �
 � � �� � �� � ��

�� � � 
 � �
 � �� � � � � � �
 � ��
��� � 
 � 
 � � � 
 � 
 � � � � � � 
 � 
 � � � � �
 � � �

�. �!! ��� �!�*�� �� �. � !��� . ��� .��* � �����)�!�� ��� ( +���� . �� ���- ��
�� � ���	 �&�
 ( / 8�� �1�*�!�+ ��) � � . ��� .�!!� ,��� !���� �� � !��� � 0�� � � +%+� � /

� � +� � � +� � +%�+�%+� � +�%+� +� +%+� � /

� �5!! -����� ��� )�!!�)���� �. �!! !���� � 0� � ( ��

!����" ( '/

(���� ��� �� !���� .��� ��)� ������ �� ��� !����: (��� ��� ���� �� ��-������-R
���� ��� ����) ���!-��� �!� )7� .�� ��� �������� ������ �. ��.��*�����R ���� ��� ���4
�!� �*�!�*�� ��- � � � )�*�����R ��- ���� ��� ����!� *�����!���- � � � )�*�����
������*/ � �5!! -��)��� ���� �� ��� ��1� �1�*�!�/

example 1.24 ComputerRepesentationof Lists

� ��*�!� , � � � � �������� � � !��� �� � )�*����� �� �� �!!� )��� � �!� )7 �. *�*���
.�� ��) � �!�*�� � � . ��� !���/ (�� �!� )7 �. *�*��� )�� ����� ��� �!�*�� � ��������
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head (L) = b tail (L)

cons (a, L)

L b

a

c d e

������ �	�� 2�*��� �������� ������ �. � !���/

,��� �� �--���� ")�!!�- � � ��� ��� �� !��7' �� ��� ��1� �!� )7 �. *�*��� .�� ���
��1� �!�*�� � � . ��� !���/ �� ���� , � � ����� �� �� ���- �� �� 0� !��� �!�*�� �� ��1�
�� ��) � ����� �� *�*��� +� � ���� ��� )������� ��- -�!����� �. !��� �!�*�� �� )��
� ))�� -���*�)�!!� -����� ��� �1�)����� �. � ������*/

8� � �1�*�!�+ !��5� )����-�� ��� !��� . @ �%+� +� +� � / 8����� �/�� ��� ,� ���
*�*��� �������� ������ �. . �� ,��) � ��) � ���� , �������� �� �� �--���� "�/�/+ �
� ��� ��� �� !��7' ��- ��) � � � 1 �������� �� � �!� )7 �. *�*��� )�� ������� �� �!�*�� �
�. ��� !��� ��- �� ���� , � ��� ���� �� ��� �--���� �. ��� ��1� � � 1/ (�� !��� ���� ,
�� ��� � � 1 .�� � � ��� �� �� ��� ������-	 ��* � � ! � � �����.� ��� ��- �. ��� !���/
�*�� � !���� � ��� � � � ��� �����- ��* � �!+ �� �/ (�� >���� �!�� ��� ,� ���-" . ' @ %
��- ���!" . ' @ � � +� +� � / 3� ���- ��- ���! ��� ����!� )�!)�!���- .��* . / (�� >����
�!�� ��� ,� �� , ��� )��� �� ������� )������)�� � ��, !��� )���" � +. ' @ � � +%+� +
� +� � � � �!!� )����� � ��, �!� )7 �. *�*��� �� )�� ���� � ��- � � ��� ��� �� . /

end example

1.3.3 StringsandLanguages

� �	
��# �� � >���� ��-���- ��6���)� �. C��� �� *��� �!�*�� �� ���� ��� �!�)�-
��1� �� ��) � ����� �� ;�1��� �������/ (�� ��-�0�-��! �!�*�� �� ���� *�7 � � � �
������ ��� ��7 �� .��* � >���� ��� )�!!�- �� ��"��% �	 / � . ( �� �� �!���� ��+ ���� �
������ �. �!�*�� �� .��* ( �� ���- �� � � � ������ � 0�� ( / 8�� �1�*�!�+ ���� ��� �
.�, ������� � 0� � � � +%+� � :

� +%�+%%� +��� �%%�

(�� ������ ,��� �� �!�*�� �� �� )�!!�- ��� ��"	� �	
��# +��- , � -����� �� � �
��� O���7 )�����! !����� !�* � -�:

S/

(�� � � * � �� �. �!�*�� �� ���� � ))�� �� � ������ � �� )�!!�- ��� ���#	� �. � +
,��) � , � ��*���*�� -����� � �

�� �/

8� � �1�*�!�+ �S� @� ��- ���� �%%� @� � 0� � ��� �!���� �� � � +%+� � /
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Concatenationof Strings

(�� �� ������� �. �!�)��� � , � ������� � ��- 	 ��1� �� ��) � ����� �� .��* � ��,
������ �	 �� )�!!�- � ��� �	���	��� / 8�� �1�*�!�+ �. ��% ��- %� ��� � , � ������� � 0� �
��� �!���� �� � � +%� +���� ��� )��)��������� �. ��% ��- %� �� ��� ������

��%%� /

� � ����!- ���� ���� �. ��� �*�� � ������ � ))��� �� ���� �. ������� ������+ ���� ��
-� �� ��� )�� ������� �� ������ ��, �� ��� ������/ �� ����� , ��-�+ �. � �� � ������+
����

� S @ S� @� /

3������ ��� ���- �� ��� , ��!- �. ,������ )�** ���)����� �� �������� � ��.��4
*�����: )�*����� ������*�R ,������ ��1� �� �!! ��� !�������� �. ��� , ��!-R ��-
.��*�! �������� .�� !���)+ *����*���)�+ ��- ��� �)���)��/

(���� �� � ������ ���� )������ � � � , ��� ������� ��- !���� � �)���� � ��� ��� -�4
>��- �� >���� ��6���)�� �. �!�*�� ��/ (��� ���� )������ �� �*� ����� � �� )�*�����
�)���)� � �)���� )�*����� ������*� * ��� � � ��!� �� ��)����C� )������ 7��-� �.
�������/ (��� *���� ���� � ������ * ��� � � -�)�*� ���- �� �� ��� ��-�0�-��! �!�4
*�� ��+ ,��) � )�� ���� � � �������� ��- � � � !���/ 8� � �1�*�!�+ ��� ������ ��� �%%
)�� � � �������� ��- � � ��� !��� � � +� +� +� +%+%� / 3�*�!��!� +��� �*�� � ������ S )��
� � �������� ��- � � ��� �*�� � !��� � � /

Languages(Setsof Strings)

� ���#$�#� �� � ��� �. �������/ �. ( �� �� �!���� ��+ ���� � ���#$�#� �0� � ( ��
� ��� �. ������� � 0� � ( / (�� ��� �. �!! ������� � 0� � ( �� -�����- � � ( T/ 3� �� �
!������� � 0� � ( �� � ������ �. ( T/ 8��� ��*�!� �1�*�!�� �. !�������� � 0� � � �
�!���� �� ( ��� ��� ���� � +� S � +( +��- ( T/

8� � �1�*�!�+ �. ( @� � � +���� ����� .��� ��*�!� !�������� � 0�� ( � �)�*�

� +� S � +� � � +��- � S +� +�� +��� +
 
 
 � /

8� � � � � ������! � � * � �� � ��� )��)��������� �. � ������ � ,��� ����!. � ��*�� ��
-�����- � � � � / 8�� �1�*�!�+

� 	 @ S +� � @� +� � @�� +��- � � @��� /

example 1.25 LanguageRepresentations

(�� �1� ���� � �������� �!!� ,� �� �� �������� � ��*� !�������� �� � ��)� )��)���
*�����/ ���� ��� � .�, �1�*�!�� �. !��������/

� � � � � � � � @� S +� +�� +��� +
 
 
 � /
� �%� � � � � � @� � +�%+�%%+�%%%+
 
 
 �
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� � � %� � � � � � @� S +�%+��%%+���%%%+
 
 
 �
� "�%' � � � � � � @� S +�%+�%�%+�%�%�%+
 
 
 � /

end example

example 1.26 Numerals

� �$��
 �� �� � ,������ � � * � ��/ �� ���*� �. �������+ , � )�� �� � ���� � � �*���! ��
� ����*�� � ������ �. ��* � �!� ���� �������� �� � � �* � ��/ 2��� �. �� ��� .�*�!���
,��� ��� .�!!� ,��� ����� � �*���! �����*�/ (�� 6 ���� �$��
 ��� �������� � ���
��� �. ���������0 � �� ������ � � ����� ��� �!���� ��

� �+ J+ U+=+�+  + 2 � /

(�� �� ����� �$��
 ��� �������� � ��� ��� �. ������! � � * � ��� � � ����� ��� �!���� ��

� �+ �+ 
+ &+A+$+�+ D+#+
 � /

(�� %���
� �$��
 ��� �������� � ��� ������! � � * � ��� � � ����� ��� �!���� ��

� �+ � � /

8� � �1�*�!�+ ��� G�*�� � �*���! 2 �=UJ�+ ��� -�)�*�! � �*���! ����+ ��-
��� ������ � �*���! ����������� �!! �������� � ��� ��*� � � * � ��/

end example

Productsof Languages

3��)� !�������� ��� ���� �. �������+ ���� )�� � � )�* ����- � � ��� ����! ��� �� ��4
������ �. �����+ �� �����)����+ -�9����)�+ ��- )�*�!�*�� �/ ?�� ����� �� �������
�*� ����� � , � � �� )�* ���� !��������/

� � )�� )�* ���� � , � !�������� . ��- � �� ������ ��� ��� �. �!! )��)�����4
����� �. ������� �� . ,��� ������� �� � / (��� ��, !������� �� )�!!�- ��� "
 � �$�	
�. . ��- � ��- �� -�����- � � .� / ����5� � .��*�! -�>������/

Product of Languages
(�� ��� -�)� �. !�������� . ��- � �� ��� !�������

.� @� �	 � � � . ��- 	 � � � /

8� � �1�*�!�+ �. . @ � �%+�� � ��- � @ � � +%�+�%� � +���� ��� ��� -�)� .�
�� ��� !�������

.� @� �%�� �%%�� �%�%�� �� �� ��%�� �� �%� � /
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��5� ���� �� ���+ .��* ��� -�>������ �. ��� -�)�+ ���� ��� .�!!� ,��� ��*�!�
���� ������ ��!- .�� �� � !������� . /

� � S� @� S� � @�


� � @� � @� 


��5� �!�� ���� �� ��� ���� ��� ��� -�)� �� ���� )����0 �/ �� ����� , ��-�+ �. . + � +
��- 9 ��� !��������+ ���� . "�9 ' @ ".� ' 9 / ( � � � , � )�� ,���� -� ,� ��� -�)��
,������ ����� ����� ������/ H� ��� ����� ���-+ ��5� ���� �� ��� ���� ��� ��� -�)�
�� ��� )�** �����0 �/ �� ����� , ��-�+ , � )�� >�- � , � !�������� . ��- � ��) �
���� .� �@�. /

8� � � � � ������! � � * � �� � ��� ��� -�)� �. � !������� . ,��� ����!. � ��*�� ��
-�����- � � . � / � � ����� , ��-�+ , � �� 0�

. � @� � � � � 
 
 
 � � � � � � . .�� ��) � � � /

(�� �� �)��! )��� ,��� � @� ��� ��� .�!!� ,��� -�>������/

. 	 @� S � /

example 1.27 SomeLanguageProducts

� �5!! )�!)�!��� ��*� ��� -�)�� .�� ��� !������� . @� � +%%� /

. 	 @� S � +

. � @. @� � +%%� +

. � @.. @� �� +�%%+%%� +%%%%� +

. � @.. � @� ��� +��%%+�%%� +�%%%%+%%�� +%%�%%+%%%%� +%%%%%%� /
end example

Closureof a Language

�. . �� � !�������+ ���� ��� ����$
 � �. . +-�����- � � . T+�� ��� ��� �. �!! � �����!�
)��)���������� �. ������� .��* . / � � ����� , ��-�+ , � �� 0�

. T @. 	 	 . � 	 . � 	 
 
 
 	 . � 	 
 
 
 /

3� � � . T�. ��- ��!� �. � � . � .�� ��*� � / (����.���+ , � �� 0�

� � . T �. ��- ��!� �. ������ � @ S �� � @� � � � 
 
 
 � �

.�� ��*� � 
 �+ ,���� � � � . .�� � � � � � /
�. . �� � !�������+ ���� ��� " ���	�&� ����$
 � �. . +,��) � �� -�����- � � . 
 + ��

-�>��- � �
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�� .�!!� ,� .��* ��� -�>������ ���� . T @. 
 	 � S � / ?�� ��5� ��� ��)������!� ����
���� . 
 @. T %� S � / 8�� �1�*�!�+ �. . @� S +� � +���� . 
 @. T/

� � ����!- �����0 � ���� �� � �!���� �� ( �� ����!. � !������� ��- ��� )!�����
)���)�-�� ,��� ��� �������! -�>������ �. ( T � � ��� ��� �. �!! ������� � 0�� ( / (��
.�!!� ,��� ���� ������ ��0 � ��*� ����) .�)�� �� ��� ��� )!����� �. !��������/

Properties of Closure (1.16)

�� � � � � � � � � � � � �

	� � � � �� ��� ���� �� � � � � ��

�� � � � � � � � � � � ����

�� � � � � ��� � � � � � � ��� � � � � � ���

�� � � � � �� � � �� �� � �

E�� �.: � �5!! ��� 0� ���� "�' ��- !�� 0� ��� ������ �� �1��)����/ � �5!! ����� � �
�1�*����� ��� ����)���� �. �� ��������� ������ � � . "�. 'T/ 3��)� . "� . 'T ��
��� ��� -�)� �. . ��- "� . 'T+, � )�� ,���� � @�� +,���� � � . ��- � � "� . 'T/
3��)� � � "� . 'T+ �� .�!!� ,� ���� � � "�. ' � .�� ��*� � / � . � @� +���� � @ S
� � - ,� � �0� � @�� @�S @� � . /

�. � � �+ ���� � @ 2 � 
 
 
 2 � +,���� 2 � � �. .� � � @ � @ � / 3� , � )��
,���� ��) � 2 � �� ��� .��* 2 � @� � � � +,���� � � � � ��- � � � . / � � , , � )��
)�!!�)� ��� .�)�� ��- ,���� � �� � )��)��������� �. ������� .��* . ��- � /

� @�� ,���� � � � ��- � � "� � ' �

@�"� � 
 
 
 � � ' ,���� � � � ��- ��) � � � � "� � '

@�"� � �� 
 
 
 � � �� ' ,���� � � � ��- ��) � �� � �
 ��- � � � �


3��)� , � )�� ����� ������� ,��� ����� ������ �� � , � � , � , � � � +, � )�� ��� ������
��) 7 �������� �� ��� .�!!� ,��� ��-��/

@ "�� � �� 
 
 
 � � ' �� ,���� � � � ��- ��) � �� � �
 ��- � � � �

@ "� � 
 
 
 � � ' �� ,���� ��) � � � � �� ��- �� � �

@�� � ,���� � � "�� ' � ��- �� � �


3� � � ".� 'T. / (����.���+ . "�. 'T � ".� 'T. / (�� ����*�� � �� ��0 �����!�/ 3�
,� � �0� . "� . ' T @ ". � 'T. / F� /

example 1.28 DecimalNumerals

(�� ��� -�)� �� � ���.�! �� �! .�� -��)������ !�������� �� ���*� �. ��*�!�� !��4
������/ 8� � �1�*�!�+ ���� ��� , � ���- �� -��)��� � ��� !������� . �. �!! �������
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�. ��� .��* � / %+,���� � ��- %��� -�)�*�! � �*���!�/ 8� � �1�*�!�+ ��� �������
�/A$+�/$�
+ ���/&A��� ��� �!�*�� �� �. . / � . , � ! � �

7 @� /� ��- 9 @� �+ �+ 
+ &+A+$+�+ D+#+
 � +

(��� , � )�� -��)��� � . �� ��� .�!!� ,��� ��� -�)� �� ���*� �. 7 ��- 9 /

. @9 "9 'T 79 "9 'T/

end example

1.3.4 Relations

Definition of Relation

�-��� ��) � � � 7������+ )����)����+ ��- ���� )������ �. �� ;�)�� ��� 7��� �� ���
)��)��� �. � ��!�����/ ��.��*�!!� + � 
 ���	��� �� � ��� �. � 4���!��+ ,���� ���
�!�*�� �� �� ��) � ���!� ��� ��!���- �� ��*� , � � /

8� � �1�*�!�+ ��� ����� �4)��!- ��!����� )�� � � -��)��� �- �� ��� .�!!� ,��� ���
�. ��-���- �����:

��E ���� �H. @� "� +� ' � � �� � ����� � � . � � /

8� � ������� �1�*�!�+ ��)�!! .��* ���*���� ���� �. ��� ��-�� �. � ���� � ���4
���!� �� 0� !������ � + � + ��- ,+ ,���� , �� ��� � � � ���� ���+ ���� � � B � � @
, � / � � � &4���!� �. � �����0 � ���! � � * � ��� "� +� +, ' ,��� ���� ���� � ��� � �� )�!!�- �
1�	��#�
 � � � 	
�"��� 8� � �1�*�!�+ "� 


�
&
 
' ��- "&+A+$' ��� E���������� ����!��/

(�� E���������� ����!� ��!����� )�� � � -��)��� �- �� ��� .�!!� ,��� ��� �. ��-���-
����!��:

1� @� "� +� +, ' � � � B � � @, � � /

���� , � -��)��� ��!������ �� ���*� �. ,���� ��� ���!�� )�*� .��*+ ����� ��
��*� ���*���!��� ���� )�� � � ��!�.�!/ ���� �� ��/

Definition of Relation
�. 6 �� � ������ �. ( � � 
 
 
 � ( � +���� 6 �� ���- �� � � �� �8�
� 
 ���	��� ��
"�� �&�
 ' ( � � 
 
 
 � ( � / � . 6 �� � ������ �. ( � +���� , � �� � 6 �� �� �8�
�

 ���	��� �� ( / ������- �. �4��� +
4��� +��- &4��� +, � � � � $��
� +%���
� +��-
	�
��
� /

8� � �1�*�!�+ ��� ��E ���� �H. ��!����� �� � ������ ��!����� �� ��� ��� �. � ���!�
��- ��� E���������� ����!� ��!����� �� � ������� �� ������� �� ��� ��� �. � �����0 �
���! � � * � ���/ �� .��*�! ���*�+ �. 1 �� ��� ��� �. �!! � ���!� ,�� ��� !�0��� �� ,��
�� 0� �0 �� !�0�-+ ����

��E ���� �H. � 1 � 1 /
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3�*�!��!� +�. , � !�� � 
 -����� ��� ��� �. � �����0 � ���! � � * � ���+ ����

1� � � 
 � � 
 � � 
 /

3��)� ����� ��� *�� � ������� �. � ���+ ����� )�� � � *�� � ��!������/ (��
�*�!!��� ��!����� �� ��� �*�� � ��� � + ,��) � �� )�!!�- ��� ��"	� 
 ���	��� / (��
!������ ��!����� �� ( � � 


 � ( � ����!.+ ,��) � �� )�!!�- ��� $��&�
��� 
 ���	��� /

�. 6 �� � ��!����� ��- "� � +
 
 
 + � � ' � 6 +���� .�)� �� �.��� -�����- � � ���
"
 �0� ��"
 ������

6 "� � +
 
 
 +� � '/

8� � �1�*�!�+ 1� "�+
�

&+
' *���� ���� "�+
�

&+
' � 1� /
�. 6 �� � ������ ��!�����+ ���� ��� �����*�� � "� +� ' � 6 )�� � � -�����- � �

6 "� +� '+ ��� �� �� �.��� -�����- � � ��� ��0� ��"
 ������

� 6 � /

8� � �1�*�!�+ �L��� ��E ���� �H. 2���	 *���� ���� "L���+ 2���' � ��E ���� �H./
� � ��� *�� � ������ ��!������ ,������ �0 �� ����7��� �� ��� ��/ 8� � �1�*�!�+

, � ��� ��� !���4���� ��!����� �� � � * � ��� � ��- � � � ,������ � � � ������- �.
"� +� ' � � �� � "� +� '/ � � �!�� ��� �6��!�� � ,������ ����7��� �� ��� �� �� �
������ ��!�����/ (�� � *$���	� 
 ���	��� �� � ��� ( �� ��� ���

� "� +� ' � � � ( � /

8� � �1�*�!�+ �. ( @ � � +%+� � + ���� ��� �6��!�� � ��!����� �� ( �� ��� ��� � "� +
� '+ "%+%'+ "� +� ' � / � � ���*�!!� -����� �6��!�� � � � ��� ��* � � ! @��- , � ,����
� @� ������- �. "� +� ' � @ �� @ "� +� '/

3��)� ����� ��!������ ��� ���� �. �4���!��+ , � ����!!� -��� ���� ,��� ��� ���!�
�������� ��- ��*�!� ,���� � ����� ��!����� �� � ��� �. �!�*�� ��/ 8� � �1�*�!�+
������- �. ,������ 6 @ � "
'+ "&'+ "$'+ "D'� , � ,���� 6 @ � 
+ &+$+D� / 3� 6 "
'
��- 
 � 6 *��� ��� ��*� �����/

RelationalDatabases

� 
 ���	����� ��	�% ��� �� � )�!!�)���� �. .�)�� ���� ��� �������� ��- � � ���!�� ��
��) � � , � � ���� ��� ���!�� )�� � � �))����- �� 0������ , � �� �� ���, �� 6������
�� ��� ��� .�)��/ ( � �))�*�!��� ����� ���7� ��) � )�*� ���� � � . � ���!� * ��� �� 0�
�� ���� )����- ��*�+ )�!!�- �� �		
�%$	� /

8� � �1�*�!�+ ���� ��� , � �� 0� � -������� )�!!�- ?��-��� ���� -��)��� ��
��� .������ )��� ����� ��- !���� � � -��� �. , ���� ���� � ��-�� ��) � ����� �. ���
I����- 3�����/ (�� .�!!� ,��� ���!� �������� �� � ��*�!� �. ��� ��.��*����� �� ���
-������� ,��� ��������� ��*�� 3����+ 8������+ ��- � ����/
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Borders
State Foreign Water

Washington Canada Pacific Ocean

Pacific Ocean
Atlantic Ocean

Pacific Ocean

Minnesota Canada

Canada

Canada
Canada

Canada
Mexico

Mexico

Lake Superior

Lake Superior

Wisconsin
Oregon

Maine

Michigan

Michigan
Michigan

California

Arizona

None

None

Lake Michigan

Lake Michigan
Lake Huron

None

(���� �� �� �� �)��! ��-�� �� ��� �� ,� �. � ��!������! -�������/ 3� ��� ���!� )��
� � �������� ��- �� � ��� �. ���!��/

?��-��� @ � "� ���������+ ����-�+ E�)�>) H)���'+
"2��������+ ����-�+ =�7 � 3�� �����'+
"���)�����+ ����+ =�7 � 2�) �����'+ 
 
 
 � /

example 1.29 Questions about Borders

=��5� !� �7 �� � .�, 6�������� �� 6������ ���� )�� � � ��7 �- �� ��� ��� ?��-���
-�������/ ��) � 6������� )�� � � ���, ���- � � -��)������ � ��� �� � ��!�����/ 8� �
�1�*�!�+ ���� ��� , � ��7 ��� 6�������

���� ������ � ��-�� 2�1�)�K

(�� ���, �� �� ��� ���

� � � "� +2�1�)�+ , ' � ?��-���+ .�� ��*� , � /

���� ��� � .�, *��� 6�������� ���� , �5!! !�� 0� �� ��� �1��)����/

���� � � -��� �. , ���� � ��-�� 2�) �����K
���� ������ � ��-�� ��� E�)�>) H)���K
���� ������ ��� !��-!� )7�-K
���� ��!����� �������� �� ��� �����4, ���� �����K
���� �����4, ���� ����� )�� ���� � ����� � ��-����� ����-�K

end example

F������ )�� � � ���, ���- ��� ��!� � � -��)������ � ��� �� � ��!����� �� ��
��� �1�*�!�+ ��� �!�� � � -��)������ �� �1�������� �� ���*� �. ����) �� ��������
���� )������)� ��, ��!������ � � ��!�)���� )������ ���!��+ � � �!�*������� )������
����������+ �� � � )�* ������ ���������� �. � , � ��!������/ � �5!! -��)��� ����� ����)
�� �������� �� ��!������! -�������� �� 3�)���� ��/A/
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1.3.5 CountingTuples

�� , )�� , � )��� � � ��� �. ���!��+ !����+ �� �������K 3��)� ���!��+ !����+ ��-
������� �������� � >���� ��-���- ��6���)�� �. �� ;�)��+ ��� ��!� -�9����)� �� �� ,
, � �������� � ���*+ ��� ,������ ����� ��� *��� �. ��� 7��- ���� �������/ 8� �
�1�*�!�+ � 0� � ��� ��� � � +%� ����� ��� ���� � &4���!��+ ���� � !���� �. !����� &+��-
���� � ������� �. !����� &/ 3� ,������ �� � !��� �. ������!�� � , �5!! -��)��� )��� ����
���� �. ���!��/ (�� *��� �� �!� ���� , �5!! ��� ��� ��� ��!�� .�� )��� ���� ���������
��� -�)�� �. >���� ����/

TheProductRule

3��� ��� , � ���- �� 7�� , ��� )��-���!�� � � . ( � ) .�� >���� ���� ( ��- ) / � �
����� , ��-�+ , � , � � � �� 7�� , � � , *�� � 
4���!�� ��� �� ( � ) / 8�� �1�*�!�+
���� ��� ���� ( @� � +%+� � ��- ) @� �+ �+ 
+ &� / (�� ���� ( ��- ) ��� �*�!!
������ �� ���� , � )�� ,���� -� ,� �!! �
 �. ��� ���!��/ (�� �1��)��� *��� � �!��
��!� �� ����)� ���� ��) � �!�*�� � � . ( )�� � � �����- ,��� �� � ��� �. ��� .���
�!�*�� �� �� ) / 3��)� ����� ��� ����� �!�*�� �� �� ( +�� .�!!� ,� ����

�( � ) � @"&'"A' @�
/

(��� �� �� �1�*�!� �. � ������! )��� ���� ��) ���6�� )�!!�- ��� ��� -�)� ��!�+
,��) � , �5!! ����� �� .�!!� ,� .�� �� � � , � >���� ���� ( ��- ) /

Product Rule(1.17)

�( � ) � @�( ��) �/

��5� ���� �� ��� ���� "�/�D' ������!�C�� �� � ��������� ��� -�)� �. ����� ��
*��� >���� ����/ 8� � �1�*�!�+ ( � ) � � ��- ( � ") � � ' ��� ��� �)���!!�
�6��! � �)���� �� ��������� �!�*�� � �� ( � ? � � �� � &4���!� "� +%+� '+ ,��!�
�� ��������� �!�*�� � �� ( � ") � � ' �� � 
4���!� "� + "%+� ''/ 3��!! ��� � , � ����
�� 0� ��� ��*� )��-���!�� � / ��� � � � )�� 0��)� � �����!. �. ���� .�)�K �� , ��� )��-
�� .�!!� ,�:

�� � � � � � @�� � "� � � ' �

@�� � �� � � �

@�� � �� � �� � 


(�� �1������� �. "�/�D' �� �� � � �* � � � � . ���� �!!� ,� �� �� ������ ����� ���.�!
.��* �!�� .�� )��� ���� ���!�� �. ������/ 8� � �1�*�!�+ .�� �� � >���� ��� ( ��- �� �
������! � � * � �� � , � �� 0� ��� .�!!� ,��� ��� -�)� ��!�/

�� � � @�� �� 
 "�/�#'
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CountingStringsasTuples

� � )�� ��� ��� -�)� ��!�� �� )��� � ������� �� , �!! �� ���!�� � �)���� � ������ )��
� � �������� ��- �� � ���!�/ �� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �1�*�!�� ��� ����!�* �� � �
��!0 �- �� �1������- �� ���*� �. �������/

example 1.30 Counting All Strings

3��� ��� , � ���- �� )��� � ��� � � * � �� �. ������� �. !����� $ � 0� � ��� �!���� ��
( @ � � + %+ � � / � � � ������ �. !����� $ )�� � � )����-���- �� � $4���!�/ 8� �
�1�*�!�+ ��� ������ �%�%� )�� � � �������� ��- � � ��� ���!� "� +%+� +%+� '/ 3� ���
� � * � �� �. ������� �. !����� $ � 0� � ( �6��!� ��� � � * � �� �. $4���!�� � 0�� ( +,��) �
� � ��� -�)� ��!� "�/�#' ��

�( � � @�( �� @ &� @
A&/

end example

example 1.31 Strings with Restrictions

3��� ��� , � ���- �� )��� � ��� � � * � �� �. ������� �. !����� � � 0� � ��� �!���� ��
( @� � +%+� +� � ���� � ���� ,��� ������ � �� � ��- )�� ���� �� !���� ��� � ))�����)�
�. %/

3��)� ������� )�� � � �������� ��- � � ���!��+ , �5!! )��� � ��� � � * � �� �. �4���!��
�0� � ( ���� � ���� ,��� ������ � �� � ��- )�� ���� �� !���� ��� � ))�����)� �. %/
� �5!! ����7 �� ��� ����!�* �� �� � , � ��*�!�� ����!�*�/ 8����+ !�� 5 � � ��� ���
�. �4���!�� � 0� � ( ���� � ���� ,��� � �� � / � � ����� , ��-�+ 5 @ � � +� � � ( � /
��1�+ !�� � � � ��� ������ �. 5 )��������� �. ����� �4���!�� ���� -� ��� )�� ����
�� � � ))�����)�� �. %/ � � ����� , ��-�+ � @ � � + � � � � � + � + � � � / (��� ��� ���
5 %� �� ��� -�����- ��� �. �4���!�� � 0�� ( ���� � ���� ,��� ������ � �� � ��-
)�� ���� �� !���� ��� � ))�����)� �. %/ 3� , � � �0�

�� � � � @�� � � � � � "�/�A'
@� � �
 � � � � � � � � � �
 � � � � �
 �
 � � � �
@� � �
 � � � �� �� � � � �
 � � � � � �
 �
 � � � "�/�D' ��- "�/�#'
@
"A � ' � 
"& � '
@ �
 $�
 


end example

example 1.32 Strings with More Restrictions

� �5!! )��� � ��� � � * � �� �. ������� �. !����� � � 0� � ( @ � � +%+� +� � ���� �����
,��� � �� � ��- )�� ���� �� !���� ��� � ))�����)� �. ������ %�� � /

�� �� ��� ���0���� �1�*�!�+ !�� 5 � � ��� ��� �. �4���!�� � 0�� ( ���� �����
,��� � �� � / (��� 5 @� � +� � � ( � ��- �5 � @
"A � '/ �� , !�� � � � ��� ������



���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

	�� � ������� ��� ������� �


�. 5 ,���� �4���!�� -� ��� )�� ���� �� � � ))�����)�� �. %��- -� ��� )�� ����
�� � � ))�����)�� �. � / 3� � @� � +� � � ��- �� � @ 
� / (��� ��� ��� 5 %� �� ���
-�����- ��� �. �4���!�� � 0�� ( ���� � ���� ,��� ������ � �� � ��- )�� ���� �� !����
��� � ))�����)� �. ������ %�� � / 3� � � "�/�A' , � �� 0�

�� � � � @�� � � � � �

@
"A � ' � 
 �

@ �
 
#A


end example

example 1.33 Strings with More Restrictions

3��� ��� , � ���- �� )��� � ��� � � * � �� �. ������� �. !����� � � 0� � ( @� � +%+� +� �
���� ����� ,��� � �� � ��- )�� ���� �� !���� ��� � ))�����)� �. %��- �� !���� ���
� ))�����)� �. � /

�� ���� )��� , �5!! ����7 �� ��� ����!�* �� �� ����� ��*�!�� ����!�*�/ 8����+
!�� 5 � � ��� ��� �. �4���!�� ���� ����� ,��� � �� � / 3� 5 @ � � +� � � ( � ��-
�5 � @
"A � '/ ��1�+ !�� � � � ��� ������ �. 5 ,���� �4���!�� -��5� )�� ���� %/ 3�
� @ � � +� � � � � + � +� � � ��- �� � @ 
"& � '/ 3�*�!��!� +!�� � � � ��� ������ �. 5
,���� �4���!�� -��5� )�� ���� � / 3� � @ � � +� � � � � +%+� � � ��- �� � @ 
"& � '/
(��� ��� ��� 5 % "� 	 � ' �� ��� -�����- ��� �. �4���!�� ���� ����� ,��� � �� �
��- )�� ���� �� !���� ��� � ))�����)� �. %��- �� !���� ��� � ))�����)� �. � / (��
)��-���!�� � � . ���� ��� ��� ��� .��*

�� � "� 	 � ' � @�� � � � � 	 � � "� � �/�A'

@�� � � "�� � B �� � � � � � � �' 
 "� � �/��'

� �5!! � � -��� �. , � )�� )�!)�!��� ��� )��-���!�� � � . � � � / ����)� ����

� � � @� �
 � � � � �
 �
 � � � � � �
 � � � � �
 �
 � � �

@� �
 � � � � �
 � � �

@� �
 � � � 


3� �� � � �@ 
� / � � , , � )�� )�*�!��� ��� )�!)�!����� �. �5 % "� 	 � ' �/

�� � "� 	 � ' � @�� � � "�� � B �� � � � � � � �'

@ 



A� �

�
�





&� �

B 



&� �

� 
 � 


@ �
 �A� 


end example
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Exercises

%��$��

�� � ���� -� ,� �!! � �����!� &4���!�� � 0�� ��� ��� � � +� � /

�� =�� ( @� � +%+� � ��- ) @� � +%� / ��*���� ��) � � . ��� .�!!� ,��� ����/

�� ( � ) / � / ) � ( / �� ( 	 /
-/ ( � / �� ( � / ./ ( � � "( � ) '/

&����

�� � ���� -� ,� �!! � �����!� !���� �. !����� 
 � � !��� � 0� � ��� ��� ( @� � +%� /

�� 8��- ��� ���- ��- ���! �. ��) � !���/

�� � � � / � / � � +%+� � / �� �� � +%�+� � /
-/ �� � +%�+� � +� � � /

�� 8� � � �����0 � �� ������ � ��- � !�� 7 � � ��� !��� �. �� ������ ������� ���� �
���� -�0�-� � ��� � ��- � +,���� 7 �� ��-���- .��* �*�!!��� �� !������/ 8� �
�1�*�!�+ �. � @ �
 � � - � @ �#+ ���� 7 @ � 
+ &+� � / � �5!! )�* ���� ����
��.��*����� �� �� � !��� � � +� +7 � @� �
+ �#+ � 
+ &+� � � / �������)� � � +� +7 �
.�� ��) � � . ��� .�!!� ,��� )����/

�� � @ 
A �� - � @��/
�/ � @ &� � � - � @&�/
�� � @ �A �� - � @�$/

�/ � ���� -� ,� �!! � �����!� !���� � 0� � � � +%� ���� )�� � � �������� ��- ,��� >0�
��* � �!�+ ,���� ��� ��* � �!� ���� , � )��� � ��� � �� %�� � �� � / 8�� �1�*�!�+
� � +��� ���� >0� � . ��� ��* � �!�/ ��� � � � - � ��� ��*� .�� !���� � 0� � ( ����
�� 0� ��1 ��* � �!�K (���� ��� 6���� � .�, �. ���*/

������� ��
 &��������

D/ � ���� -� ,� �!! � �����!� ������� �. !����� 
 � 0� � ��� ��� ( @� � +%+� � /


� =�� . @� S +�%%+%� ��- � @� %%� +�%+� � / � 0�!���� ��) � � . ��� .�!!� ,���
!������� �1���������/

�� .� / � / �. / �� . 	 / - / . � / �� . � /
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�� I�� � ��� ,��� �� ��!0 � ��) � � . ��� .�!!� ,��� !������� �6������� .�� ��� ��4
7�� ,� !�������/

�� � S
 � 
 � � � � @� �
 ��
 ��
 ���
 ���
 ���� � 

�/ � � �
 � � @� �
 ���
 �
 ��� � 

�� � �
 ��
 �� � � @� ��
 ���
 ���
 ��
 ���
 ��� � 

-/ � � S
 � � @� S
 � 
 � 
 ��
 ��
 ��� � 

�� � �
 � � � @� �
 �
 ���
 ��� � 

./ � � �
 S
 � � � @� ���
 ��
 ����
 ���
 �
 �� � 


��/ =�� . ��- � � � � , � !��������/ 8� � ��) � � . ��� .�!!� ,��� !�������� -��)��� �
��� ������! ����)���� �. � ������ � � � ,������ �� �� � )��)��������� �. �������
���� ��� �� ������ . �� � /

�� .� . / � / .� T/ �� ". 	 � 'T/
-/ ". � � 'T/ �� . T� T/ ./ ".� 'T/

��� ( � � � � -��)��� � ��) � � . ��� .�!!� ,��� !�������� �� ��*� , � � /

�� � � +%� T � � %+� � T � / � � +%� T %� %� T/ �� � � +%+� � T %� � +%� T/

'�$������

��� G������� � ��) � ��!����� �� � ��� � � !������ ��) � ��-�0�-��! ���!�/

�� � "� +�
' � � � � ��- � -�0�-�� �
 � /
�/ � "� +� ' � � +� � � 
+ &+A+$+� � ��- � -�0�-�� � � /
�� � "� +� +, ' � � @� B ,+,���� � +� +, � � �+ 
+ &�� /
-/ =�� "� +� ' � � �. ��- ��!� �. � @� ��- � +� � � �+ 
+ &� /
�� =�� "� +� ' � 5 �. ��- ��!� �. � � � � +%� ��- � � � �+ 
 � /

��� ��) � � . ��� .�!!� ,��� -������� 6������ ��.��� �� ��� ?��-��� ��!������! -�������
��0 �� ����� �� �1�*�!� 
/ �1����� ��) � ���, �� � � -�>���� � ��� �� ��!�����
�� ��� ��*� *����� �� ��� ���, �� ��0 �� �� �1�*�!� 
/

�� ���� � � -��� �. , ���� � ��-�� 2�) �����K
�/ ���� ������ � ��-�� ��� E�)�>) H)���K
�� ���� ������ ��� !��-!� )7�-K
-/ ���� ��!����� �������� �� ��� �����4, ���� �����K
�� ���� �����4, ���� ����� )�� ���� � ����� � ��-����� ����-�K

 ��� ���� %��$��

��� 8� � ��) � � . ��� .�!!� ,��� )����+ >�- ��� � � * � �� �. ������� � 0� � ��� �!���� ��
� � +%+� +� +� � ���� �����.� ��� ��0 �� )��-������/
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� �� � �����
� �
� ��� � ���
�

�� =����� A+� ����� ,��� � �� %+)�� ����� �� !���� ��� � /
�/ =����� $+� ����� ,��� � +��-� ,��� %+)�� ����� �� !���� ��� � �� � /
�� =����� �+ � ����� ,��� � +��-� ,��� %�� � +)�� ����� �� � 5�/
-/ =����� �+ )�� ����� �� !���� ��� � ��- �� !���� ��� %/

��� 8��- � .��* �!� .�� ��� � � * � �� �. ������� �. !����� � � 0� � � � �!���� �� ( ��) �
���� ��) � ������ )�� ����� �� !���� ��� � ))�����)� �. � !����� .��* � ������ )
�. ( / �1����� ��� ���, �� �� ���*� �. �( � ��- �) �/

#�� ��� ��
  ��$$�����

�	� E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� �� �� ��� )�* ������ ��� �� �������� ,���
��������� ��� -�)�/

�� "( 	 ) ' � � @ "( � � ' 	 ") � � '/
�/ "( %) ' � � @ "( � � ' % ") � � '/
�� 8��- ��- ��� 0� � ��*�!�� �6��!�� � ����� ��� �� �����)���� �� �������/

��� =�� . +� +��- 9 � � !��������/ E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� ���� ������ �. ���
��� -�)� �� ������� �� !��������/

�� � � S� @� S� � @�

�/ � � @� � @� 

)/ � "� 	 � ' @ �� 	 �� ��- "� 	 � ' � @� � 	 � � 


� � "� � � ' � �� � �� ��- "� � � ' � � � � � � � 


�#/ =�� . ��- � � � !��������/ E�� 0� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� �� �� ���
��� )!����� �. !�������� "�/��'/

�� � S� � @� � @� S� 

�/ � � @� � � � @ "� � ' � 

)/ S � � �. ��- ��!� �. � 
 @� � 


� "� � � � ' � @ "� � 	 � � ' @ "� 	 � ' � 


��� "� $"��� ( 
 � � " � ���� ��	� '/ � � )�� -�>�� ��� )��)��� �. ���!�� �� ���*� �.
����/ 8� � �1�*�!�+ , �5!! -�>��

" ' @ � + "� ' @ � � � + ��- "� +� ' @ �� � � +� � +� �� /

I�� ���� -�>������ �� 0���.� ��) � � . ��� .�!!� ,��� �����*�� ��/

�� 3�� , ���� "&+D' �@"D+&'/
�/ 3�� , ���� "� +� ' @ "$+&' �. ��- ��!� �. � @$ ��- � @&/
�� 8��- �� �1�*�!� �� ��� , ���� ��� -�>������ "� +� ' @ � � +� � �� ,�!! ���

-���������� � � � , ��� -�����)� 
4���!��/
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��� "� $"��� ( 
 � � " � ���� ��	� '/ ��� ��� ���� ,��� �1��)��� �
+ , � )�� -�>�� �
&4���!� �� ���*� �. ���� � � !������ � � � ��� ��� �������� ���� ��� ��-���- ����
"� +� ' .��* �1��)��� �
/ (��� -�>��

"� +� +, ' @ �� � � +� � +, �� /

�� � ���� -� ,� ��� )�*�!��� ��� �� �������� � "� +� +, '/
�/ 3�� , ���� "� +%+� ' @ "� +� +! ' �. ��- ��!� �. � @� +%@� +��- � @!/
�� 8��- �� �1�*�!� �� ��� , ���� ��� -�>������

"� +� +, ' @ �� � � +� �� � � +� � +� +, ��

,�!! ��� -���������� � � � , ��� -�����)� &4���!��/

9�	�: � � )��!- )�� ��� �� �� ���� *����� ��- -�>�� � 4���!�� �� ���� .�� �� �
������! � � * � �� � / �!������ -�>���� � ���!� �� � ��� �� ��� �� �!! �� �����0 �+
�� -� �� �!!������� �� , ���� )�� � � ���- �� � .���-����� .��* ,��) � � � ���!-
�� ;�)�� ��- �-���/ �� �!�� ��� ,� ,� � � � � - �������� �� �� �*� ����� � .��
)�** ���)����� �-���/

��� I�� �1�*�!� & � � � ���-� �� >�- ��� �--���� � �!���*��! .�� �� ���������
�!�*�� � �� ��) � � . ��� .�!!� ,��� )����/ ����*� ���� �!! ��-�1�� ����� ,���
�+ ���� ��� � �������� �--���� �� ) +��- ��) � )�*� ���� � ���-� � *�*���
)�!!�/

�� � *����1 �. ��C� & � � A �����- �� )�!�*�4*� ;�� .��* �� � A4���!� �.
)�!�*��+ ��) � � . ,��) � �� � &4���!�/

�/ � *����1 �. ��C� � �� � �����- �� �� ,4*� ;�� .��*/
�� � �����4-�*�������! ���� � � . ��C� � �� � �� � �����- �� �� �4���!� ,����

��) � )�*� ���� � �� � � � �� � *����1 �����- �� �� ,4*� ;�� .��*/

1.4 GraphsandTrees

���� , � ����7 �� ��� ������ , � *��� � ����7 �� ��� ��)����� �. ��*� 7��- ����
��� ���- �� �������� � ��.��*�����/ (�� ������ ���� , �5!! -��)��� )�� � � ������ �
�� ��� �� ��� ��*� , � � / ?�� , � ���- �� -��)��� � ���* �� � !���!� *��� -����!
�. ���� ��� �� � � * � )� ��� �� ��/ � �5!! �!�� ��� ���� ����� ��� �� �)��! 7��-� �.
������/

1.4.1 Definition of a Graph

��.��*�!!� +� #
�"� �� � ��� �. �� ;�)�� �� ,��) � ��*� �. ��� �� ;�)�� ��� )����)��-
�� ��) � ����� �� ��*� , � � / (�� �� ;�)�� ��� )�!!�- &�
	�� �� �� �� ��� + ��- ���
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1 1

3 32 2

������ �	�� O�����/

)����)����� ��� )�!!�- � �#�� / 8�� �1�*�!�+ ��� I����- 3����� )�� � � �������� ��-
� � � ����� ,���� ��� 0����)�� ��� ������ ��- ��� �-��� ��� ��� )�**�� � ��-���
� � � , ��� �-;�)�� � ������/ �� ���� )���+ �� , ��� ��- �!��7 � , ��!- � � 0����)��
,������ �� � �-��� )����)��- �� ���*/ � � �� � ���� � , � 0����)�� ��� ��'�� ��	 �.
����� �� �� �-�� )����)���� ���*/

Picturinga Graph

� � )�� ��)���� � ����� �� ��0 ���! , � ��/ 8� � �1�*�!�+ 8����� �/�� ��� ,� � , �
, � �� �� �������� � ��� ����� ,��� 0����)�� �+ 
+ ��- & ��- �-��� )����)���� � � �

 ��- � � � &/

example 1.34 Statesand Provinces

8����� �/�
 �������� �� � ����� �. ����� ������ �� ��� I����- 3����� ��- �����
��� 0��)�� �� ����-� ���� ���) � ��� E�)�>) H)��� �� ���� ���) � ������ ��-
��� 0��)�� ���� ���) � ��� E�)�>) H)���/

end example

Coloringa Graph

�� �� ��������� ����!�* -��!��� ,��� *��� �� �� ��� �� )�!�� � *�� ,��� ���
.�, ��� � � * � �� �. )�!��� ��� ;�)� �� ��� ������)���� ���� �� � � , � �-;�)�� � �����
* ��� �� 0� -�����)� )�!���/ 8��* � ����� � ��� � � . 0��,+ ���� *���� ���� �� � � , �
-�����)� �-;�)�� � 0����)�� * ��� �� 0� -�9���� � )�!���/ ?�.��� ���-��� �� � .������+
��� �� )�!�� ��� ����� �� 8����� �/�
 ,��� ��� .�, ��� )�!���/ ��5� ����!!� ������
�� �������� � ��� )�!��� � � � � * � ��� !�7� � +
 +
 
 
 /
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���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

	�� � ������ �
�  ���� �


� ����� �� �8� ���
 �%�� �. ����� �� �� ������*�� � � . � )�!��� �� ��� 0����)��
��) � ���� �� � � , � -�����)� �-;�)�� � 0����)�� �� 0� -�����)� )�!���/ (�� ��
 ���	��
�$�% �
 �. � ����� �� ��� �*�!!��� � .�� ,��) � �� �� � 4)�!����!�/ 8� � �1�*�!�+ ���
) ���*���) � � * � �� �. ��� ����� �� 8����� �/�
 �� &/ � ����� ,���� �-��� ��� ���
)����)����� � � � , ��� �!! ����� �. -�����)� 0����)�� �� )�!!�- � � ��"��	� #
�"� / ��5�
���� �� ��� ���� ��� ) ���*���) � � * � �� �. � )�*�!��� ����� ,��� � 0����)�� �� � /

� ����� �� "����
 �. �� )�� � � -�� ,� �� � �!��� ��) � ���� �� �-��� �� �����)�/
8� � �1�*�!�+ ��� ����� �� 8����� �/�
 �� �!����/ � )�*�!��� ����� ,��� .���
0����)�� �� �!����+ ��� � )�*�!��� ����� ,��� >0� 0����)�� �� ��� �!����/ 3��
,������ � � � )�� )�� 0��)� � �����!. �. ����� .�)��/ � .��-�*�� ��! ����!� �� �����
)�!���������� ��*����- �� ����� 0� � )��;�)���� .�� � 0� � ��� � ����������� ����
�&�
� "����
 #
�"� ��  8� ���
 �%��/ (�� ����!� , � � ��� 0� � �� �
D� � � V������
��� �! ��- � �!.���� ��7 ��/ (��� ���- � )�*����� �� ���� � 0� � �
�� �� �)��!
)����/ 8� � �1�*�!�+ ��� ��� �! ��- ��7 �� M�
D�+�
DDN/

MoreTerminology

� ��
 � �	� � #
 �"� "��#
 �"� .�� �����' �� � ����� ,���� ��) � �-�� � ��� �� �� ���
-���)����/ 8� � �1�*�!�+ ��� 0����)�� )��!- � � )����� ��- ��� �-��� )��!- � � ���
���4, � � ��� ������ � � � , ��� ���*/ 8� � -������� , � ��� ���� ,� �� -����� ���
�-���/ 8� � �1�*�!�+ 8����� �/�& ��� ,� � , � , � �� �� �������� � ��� -������ ,���
����� 0����)�� � +%+��- � ��- �-��� .��* � �� %+� �� � +��- � �� %/

(�� �� #
� � �. � 0����1 �� ��� � � * � �� �. �-��� ���� �� ���) ���/ �� , � 0��+ , �
�-- � , � �� ��� -����� �. � 0����1 �. �� ��� � �� �" +,��) � �� � � �-�� ���� ������
��- ��-� �� ��� ��*� 0����1/ 8� � -���)��- ������ ��� ���� #
� � �. � 0����1 �� ���
� � * � �� �. �-��� � ��� ���� �� ��� 0����1+ ,������ ��� �$	�� #
� � �. � 0����1 �� ���
� � * � �� �. �-��� � ��� ���� � , � � .��* ��� 0����1/ �� � -������ � 0����1 �� )�!!�-
� ��$
 � � �. ��� ��-����� �� C��� ��- � ���� �. ��� ���-����� �� C���/ 8� � �1�*�!�+
�� ��� -������ �. 8����� �/�&+ � �� � ����)� ��- %�� � ���7/

�. � ����� ��� *��� ���� ��� �-�� � � � , ��� ��*� ���� �. 0����)��+ ��� �����
�� )�!!�- � �$�	�#
 �"� + �� � ��
 � �	� � �$�	�#
 �"� �� )��� ��� �-��� � ��� � �� ���
��*� -���)����/ 8� � �1�*�!�+ ����� ��� ����!!� � , � �� *��� ���- ������ � � � , ���
*��� )�����/ 3� � ����� �������� ���� ���- ������ � � � , ��� � ��� �. )���� �� *���
!�7�!� � * �!�������/

a ab b

c c

������ �	��  ���)��- ������/
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Representaionsof Graphs

8��* � )�*���������! � ��� � � . 0��,+ , � ���- �� �������� � ������ �� -���/ (���
�� ���� �� -� � �)���� , � )�� -�>�� � ����� �� ���*� �. ���!��+ ����+ ��- ����/
8� � �1�*�!�+ , � )�� -�>�� � ����� ; �� �� ��-���- ���� "3 +� '+ ,���� 3 �� �
��� �. 0����)�� ��- � �� � ��� �� ��� �. �-���/ �. ; �� � -������+ ���� ��� �-��� ��
� )�� � � �������� ��- � � ��-���- �����+ ,���� "� +%' �������� �� ��� �-�� ,��� ��
���� , .��* � �� %/ � � ���� )��� ��� ��� � �. �-��� �� � ������ �. 3 � 3 / � � �����
, ��-�+ � �� � ������ ��!����� �� 3 / 8�� �1�*�!�+ ��� -������ �� 8����� �/�& ���
0����1 ��� � � +%+� � ��- �-�� ���

� "� +%'+ "� +%'+ "� +� ' � /

�. ; �� � -���)��- * �!�������+ ���� , � )�� �������� � ��� �-��� �� � ��� "��
* �!�����' �. ��-���- �����/ 8� � �1�*�!�+ ��� ��� M"� +%'+ "� +%'+ "%+� 'N�������� ��
����� �-���: � , � .��* � �� %��- ��� .��* %�� � /

�. � ����� �� ��� -���)��-+ , � �� 0� *��� , � � � � � �������� � ��� �-���/ � �
)��!- ���!! �������� � � � �-�� �� �� ��-���- ���� "� +%' ��- ����� ���� �� �������� ��
�� ��-���)��- !��� � � � , ��� � ��- %/ ?�� , � )�� �!�� �������� � � � �-�� � � � , ���
0����)�� � ��- %� � � ��� � � + %� / 8�� �1�*�!�+ ��� ����� �� 8����� �/�� ���
0����1 ��� � �+ 
+ &� ��- �-�� ��� �� �+ 
 � +� �+ &�� /

WeightedGraphs

� � �.��� ��)��� ��� ������ ���� �� 0� ��.��*����� ����) ��- �� ��) � �-��/ 8� �
�1�*�!�+ � � � � - ���- *�� �!�)�� -�����)�� �!��� ��� ���-� � � � , ��� *� ;�� ��4
�����)�����/ � ����� �� )�!!�- 2��#�	� � �. ��) � �-�� �� �������- � � �* � ��+ )�!!�-
� 2��#�	 / � � )�� �������� � � � �-�� "� +%' ���� ��� , ���� � 2 � � ��� &4���!�

"� +%+2 '/

�� ��*� )���� , � *��� � , �� � � � �������� � � � � � , ���� ��- ����� �� � , ���� ��-
�����/ 8� � �1�*�!�+ �. , � �� 0� � * �!������� �� ,��) � , � ,��� �� -����������
� � � , ��� * �!���!� �-��� ���� � ))�� � � � , ��� � , � 0����)��+ ���� , � )�� ������ �
-�9���� � , ���� � � � ��) � �-��+ ������ � )������� � , ���� ��- * �!�������/

GraphsandBinaryRelations

� � )�� �����0 � .��* ��� -��)������ �. ������ ���� �� � ������ ��!����� 6 �� �
��� ( )�� � � ������ � � . � � � -������ ; @ "( +6 ' ,��� 0����)�� ( ��- �-��� 6 /
8� � �1�*�!�+ !�� ( @� �+ 
+ &� ��-

6 @� "�+ 
'+ "�+ &'+"
+ &'+"&+&'� /

8����� �/�A ��� ,� ��� -������ )������ ��-��� �� ���� ������ ��!�����/ G����4
��� ���� � ������ ��!����� �� � ����� �� �.��� 6���� ���.�! �� ������ �� �����!���
���� ������ �. ��� ��!�����/
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1

2

3

������ �	��  ������ �. ������ ��!�����/

Subgraphs

3�*���*�� , � ���- �� -��)��� ������ ���� ��� ���� �. ����� ������/ � �����
"3 �+� � ' � � � �$%#
�"� �. � ����� "3 +� ' � . 3 � � 3 ��- � � � � / 8�� �1�*�!�+
��� .��� ������ �� 8����� �/�$ ��� ��������� �. ��� ����� �� 8����� �/�A/

1.4.2 Paths in Graphs

E���!�*� ���� ��� ������ �.��� �� 0�!0 � * � 0��� .��* ��� 0����1 �� ������� �!���
� ��6���)� �. �-���+ ,���� ��) � �-�� ������ � 0����1 ,��� ��� ��1� �-�� �� ���
��6���)�/ �� .��*�! ���*�+ � " �	� .��* � 	 �� � � �� � ��6���)� �. �-��� ���� , �
-����� � � � ��6���)� �. 0����)�� � 	 +� � +
 
 
 +� � ��) � ���� ����� �� �� �-�� .��*
� � %� �� � � .�� � @� @� / � ���� �!!� ,� ��� � ������!�� � ���� ��*� �-�� �� ��*�
0����1 � ))��� *��� ���� ��)�/ � ����� �� � ���� ,���� � �������� ��- ��-���
0����)�� ��� �6��! ��- �� ,��) � � � �-�� � ))��� *��� ���� ��)�/ � ����� ,���
�� )�)!�� �� )�!!�- ������� / (�� ���#	� �. ��� ���� � 	 +
 
 
 +� � �� ��� � � * � �� � �.
�-���/

1

2

3

2

3

2

3

1

2

3

������ �	�
 3��������/
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a d

c

b

������ �	�� 3�*�!� �����/

example 1.35 Paths in a Graph

� �5!! �1�*��� � .�, ����� �� ��� ����� ��)����- �� 8����� �/��/

�� (�� ���� %+� +� +%+� 0����� %� ,�)�/ (�� !����� �. ��� ���� �� A/

�� (�� ���� � +%+� +%+� 0����� %� ,�)� ���� ��� �-�� � � � , ��� %��- � � ,�)�/
(�� !����� �. ��� ���� �� A/

�� (�� ���� � +%+� +� �� � )�)!� �. !����� &/

�� (�� ���� � +%+� �� ��� � )�)!� � �)���� ��� �-�� .��* � �� %� ))��� � ,�)�/
(�� ���� ��� !����� 
/

end example

ConnectedGraphs

=��5� �*�����C� ���� ���� ��� -�>������� .�� ���� ��- )�)!� ���!� �� � ��� ������
��- -���)��- ������/ ?�� �� , , � )�*� �� �� �-�� ���� ���-� � �������� -�>������
.�� ��) � � �� � � . �����/ � ����� �� � ���� �	� � �. ����� �� � ���� � � � , ��� �0 ���
���� �. 0����)��/ � -���)��- ����� �� � ���� �	� � �.+,��� -���)���� �� ������-+ ���
����!���� ��-���)��- ����� �� )����)��-/

Two GraphProblems

=��5� !� �7 �� � , � ����� ����!�*� ���� � � � * � � �� 0� ����/ 8� � ��� >��� ����!�*
� � � ��� �� ���)� ��� >��� -�����* �� 8����� �/�D ,������ ��7��� � ��� � ��)�! �9
��� ��� �� ��- ,������ �����)��� �� � !���/

�.��� ��*� >--!���+ ��5� ���� �� ��� ���� �� )�� � � -��� � � �������� �� ���
�. ��� � ����* � , � )������ ��- >������� �� ��� ����� � ����* )�����/ (�� ��)��-
-�����* �� 8����� �/�D �*�����C�� ��� ������)�! ������ �. ��� ����!�*/ 8��*
���� � ��� � � . 0��, , � )�� �� � ���� ����� �� � ���� ���� ��� 0�!� ��) � �-�� �1�)�!�
��)�/

(�� ��)��- .�*��� ����!�* �� ��*�- �.��� ��� ��0 �� ���-��� �. VW������ ���
����+ �� ��� ���!� �#���+ )����)��- � , � ��!��-� �� ��� ��0 �� E����! �� ��� ���� �.
��� �� ,�/ (�� ����!�* �� �� ���� ��� �� ,� � � , �!7��� �)���� ��) � � . ��� ��0 ��
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������ �	�� ( ��)��� � �����/

������ �	�� 3�0 �� ���-��� �. VW������ ���/

���-��� �1�)�!� ��)�/ �� 8����� �/�# , �50� ��)����- ��� � , � ��!��-� ��- ��0 ��
���-��� �. VW������ ��� �������� ,��� � * �!������� �������� ���� ��� ���������/ (��
0����)�� �. ��� * �!������� �������� � ��� .��� !��- ����� ��- ��� �-��� �������� �
��� ��0 �� ���-���/

(�� *����*���)��� =������- ��!�� "�D�D%�D#&' ��� 0� - ���� ����� ����5�
�� � ��) � ����� � � >�-��� � ������! )��-����� .�� ��) � ����� �� �1���/ �� ���
�����+ �� � ���� ���� )�� ����� ��) � �-�� �. � ����� �1�)�!� ��)� �� )�!!�- ��
�$��
 " �	� / 8�� �1�*�!�+ ��� ����� .�� ��� ���)��� ����!�* ��� �� ��!�� ����+
��� ��� ��0 �� ���-��� ����!�* -� �� ���/ � � )�� �� ��� ���� .������ ��- -�>��
�� �$��
 ��
 �$�	 �� � � �� � ���� ���� � ����� ��- ��-� �� ��� ��*� 0����1 ��-
)�� ����� ��) � �-�� �. � ����� �1�)�!� ��)�/ (���� ��� �� ��!�� )��)���� �� ���
������ �. 8����� �/�D ��- 8����� �/�#/ � �5!! -��)��� )��-������ .�� ��� �1�����)�
�. ��!�� ����� ��- ��!�� )��)���� �� ��� �1��)����/

1.4.3 GraphTraversals

� #
�"� 	
 �&�
��� ������ �� ��*� 0����1 & ��- 0����� �!! 0����)�� � ���� )�� � �
���) ��- .��* & � � ��� 0�!��� �!��� ��*� ���� .��* & �� � / � . � 0����1 ��� �!���-�
� ��� 0�����-+ �� �� ��� 0�����- �����/ (, � � ���!�� ��� 0����! �!������*� ��� )�!!�-
%
� ��	�80
�	 ��- ��"	�80
�	 /

Breadth-FirstTraversal

( � -��)��� � %
� ��	�80
�	 	
 �&�
��� +, �5!! !�� 0����" &+� ' -����� ��� ��� )�-��� ����
0����� �0 ��� 0����1 � ��� � � � 0�����- .�� ,��) � ����� �� � !����� � ���� .��* &
�� � / � . ��� ����� ��� � 0����)��+ � ����-��4>��� ��� 0����! �������� �� & )�� � �
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e f

g

d

b

a

c

������ �	�� 3�*�!� �����/

-��)��� �- �� .�!!� ,�:

��� � :@� �� � % � 
� 0����" &+� ' �
 /

3��)� , � �� 0��5� �� �)�>�- �� , 0����" &+� ' - � � � ��5� ;��+ ����� ��� ����!!� ��0 ���!
-�9���� � ��� 0����!� .��* �� � ��0 �� �������� 0����1/

example 1.36 Breadth-First Traversals

� �5!! -� ��*� ����-��4>��� ��� 0����!� �. ��� ����� �� 8����� �/�
/
�. , � ����� �� 0����1 � +���� ����� ��� .��� � �����!� ����-��4>��� ��� 0����!�+

,��) � , �50� �������� ��- � � ��� .�!!� ,��� �������/

� % � � � ! # � % � � ! � # � � % � � ! # � � % � ! � # /

H. )�����+ , � )�� ����� � ����-��4>��� ��� 0����! �� �� � 0����1/ 8� � �1�*�!�+ ���
�. ��0 ���! ����-��4>��� ��� 0����!� ���� ����� ,��� � �� �������� ��- � � ��� ������

� % � ! � # � /

end example

Depth-FirstTraversal

� � )�� -��)��� � ��"	�80
�	 	
 �&�
��� ,��� � ��)����0 � ��� )�-���%��� ���� )�!!�
����!./ =��  8" &' -����� ��� -����4>��� ��� )�-��� ���� ��� 0����� ��� ����� �����4
��� �� 0����1 &/ (���  8" &' ��� ��� .�!!� ,��� -�>������/

 8" &': �� & ��� ��� � ��� 0�����- ����
0���� &R
��� ��) � �-�� .��* & �� � 
�  8" � ' �


(

3��)� , � �� 0��5� �� �)�>�- �� , ��) � �-�� .��* & �� � �� ��) 7� - �� ��� ��� !� ��+
����� ��� ����!!� ��0 ���! -�9���� � ��� 0����!� .��* �� � ��0 �� �������� 0����1/
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example 1.37 Depth-First Traversals

� �5!! -� ��*� -����4>��� ��� 0����!� �. ��� ����� �������� ��- �� 8����� �/�
/ 8� �
�1�*�!�+ �������� .��* 0����1 � �� ��� �����+ ����� ��� .��� � �����!� -����4>���
��� 0����!�+ ,��) � ��� �������� ��- � � ��� .�!!� ,��� �������/

� % � � # ! � � % � ! # � � � � % � � # ! � � % � ! # � /

end example

1.4.4 Trees

8��* �� ��.��*�! � ��� � � . 0��,+ � 	 
�� �� � ����)���� ���� !� �7� !�7� � ���! ����/
8� � �1�*�!�+ � .�*�!� ���� ��- �� ������C������! ) ���� .�� � �������� ��� � ���
�����/ �� )�*����� �)���)�+ �� , �!! �� *�� � ����� -��)��!����+ ����� ��� ����!!�
-�� ,� ����-� -� ,�+ �� �� 8����� �/
�/ 8��* � .��*�! � ��� � � . 0��, , � )�� �� �
���� � 	
 � � �� � ����� ���� �� )����)��- ��- ��� �� )�)!��/

( ���� �� 0� ����� � , � ���*���!��� / (�� �!�*�� �� �. � ���� ��� )�!!�- �� ��� +
��- ��� !���� � � � , ��� �� -�� ��� )�!!�- %
������ / (�� �� -� �� ��� ��� �� )�!!�-
��� 
�� 	 / (�� �� -�� ���� ���� �**�-����!� � �!� , � ��0 �� �� -� ��� ��� �����
 �� +
��- ��� �� -� �**�-����!� �� � 0� � ��0 �� �� -� �� ��� " � 
 ��	 / � . � � � - � �� ) ��!-!���+
���� �� �� � �� �! / (�� ���#�	 �� ��"	� �. � ���� �� ��� !����� �. ��� !������ ����
.��* ��� �� �� �� ��� !�� 0��/

example 1.38 Parts of a Tree

� �5!! *�7 � ��*� �����0 ������ �� ��� ��� ���� �� 8����� �/
�/ (�� �� �� �� ( / (��
) ��!-��� �. ( ��� ) +� +��- 7 / (�� ����� � � . < �� ) / (�� !�� 0� � � . ��� ���� ���
��� � +<+=+- +��- � / (�� ����� � � � -���� �. ��� ���� �� &/

end example
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� � �������/

Subtrees

�. � �� � � � - � �� � ���� � +���� � �������� ,��� �!! ��� -��)��-�� �� .��*� � ����
� ,��� � �� ��� �� ��/ � �� )�!!�- � �$%	
� � �. � / � . � �� ��� ����� � � . � +���� � ��
��*���*�� )�!!�- � ������� �. � /

example 1.39 A Subtree

(�� ���� ��)����- �� 8����� �/
� �� � ������� �. ��� ���� �� 8����� �/
�/ 3��)� (
�� ��� ����� � � . ) +, � )�� �!�� �� � ���� ���� ���� �� � ������� �. �� -� ( /

end example

OrderedandUnorderedTrees

�. , � -��5� )��� �� ��� ��� ��-����� �. ��� ) ��!-��� �. � ����+ ���� ��� ���� ��
)�!!�- �� $��
 ��
 � � 	
 � � / � ���� �� �
 ��
 � � �. ����� �� � ���6�� ��-����� �. ���
) ��!-��� �. ��) � � � -�/ 8� � �1�*�!�+ �� � �!������) �1�������� )�� � � �������� ��-
�� ��-���- ����/

example 1.40 Representing Algebraic Expressions

(�� �1�������� � %� )�� � � �������� ��- � � � ���� ,���� �� �� �� ��� *�� �� ����
��- ,��� � , � ��������+ ��� .�� � �� ��� !�.� ��- ��� .�� � �� ��� ���� �/ H�-�����
�� �*� ����� � ���� � �)���� ��� ������)���� �� ������� �� ��� )�** �����0 �/ 8� �
�1�*�!�+ 8����� �/

 ��� ,� ��� �1�������� & %"A B #' ��- 8����� �/
& ��� ,�
��� �1�������� "A B #' %&/

end example

3

4 8

+

Ð

������ �	

 ( � � � .� � & % "A B #' /

3

4 8

+

Ð

������ �	
� ( ��� .�� "A B #' %&/
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������ �	
� 3�*�!� ����/

Representationsof Trees

�� , )�� , � �������� � � ���� �� � -��� �� ;�)�K (�� 7� � � � � � � �������� ������ ��
���� , � ����!- � � ��!� �� ��)� 0� � ��� ���� .��* ��� �������� ������/ H�� *���� -
�� �� !�� ��� ���� � � � !��� ,���� >��� �!�*�� � �� ��� �� �� ��- ,���� ��1� �!�*�� ��
��� !���� ���� �������� � ��� �������� �. ��� �� ��/

8� � �1�*�!�+ ��� ���� ,��� � ����!� �� -� 
 �� �������� ��- � � � 
 � +��- ��� !���
�������� ������ �. ��� ���� .�� ��� �!������) �1�������� � %%��

�%+� � � +�%�� /

8� � ������� �1�*�!�+ ��� !��� �������� ������ �. ��� ���� .�� ��� �����*���) �14
�������� & %"A B #' ��

�%+�&�+�B+ �A�+� #��� /

8� � � *��� )�*�!�)���- �1�*�!�+ !��5� )����-�� ��� ���� �������� ��- � � ���
.�!!� ,��� !���/

� @� 
 +�%+� � � +� � �� +� � +� � +� , �� +� 2 �� +� � +� $��� /

����)� ���� � ��� �� �� 
 +,��) � ��� ��� .�!!� ,��� ����� ��������:

�%+� � � +� � ��
� � +� � +� , �� +� 2 ��

� � +� $�� /

3�*�!��!� +��� ������� �%+� � � +� � �� ��� �� �� %+,��) � ��� � , � ) ��!-��� � ��- � /
� � )�� )�� ��� �� �� ���� , � � � � ��)� 0� � ��� ��)���� �. � �� 8����� �/
A/

example 1.41 ComputerRepesentationof Trees

=��5� �������� � � ���� �� � !��� ��- ���� ��� ,��� �� !� �7� !�7� �� )�*����� *�*��� /
8� � �1�*�!�+ !�� � � � ��� .�!!� ,��� ����/

a

c d

e

b
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T a

b c d

e

������ �	

 ��*����� �������� ������ �. � ����/

� �5!! �������� � ��� ���� �� ��� !��� � @ � � + �%�+ � � � + � � + � � ���� / 8����� �/
$
��� ,� ��� �������� ������ �. � �� )�*����� *�*��� + ,���� , � �� 0� ���- ���
��*� �������� �� �1�*�!� A � . 3�)���� �/&/

end example

BinaryTrees

� %���
� 	
 � � �� �� ��-���- ���� ���� *� � � � �*�� � � � �!�� ��� ��� ���� ��� �
���� ��) � � � - � ��� � , � ��������+ )�!!�- ��� ��!	 ��- 
�#�	 �������� �. ��� �� -�+
,��) � ��� ������ �����/ � � )�� �������� � ��� �*�� � ������ ���� � � ��� �*�� �
!��� � � / 3��)� ��) � � � - � ��� � , � ��������+ , � �������� � ����*�� � ������ �����
�� &4�!�*�� � !���� �. ��� .��*

� . +� +6 �+

,���� � �� ��� �� ��+ . �� ��� !�.� �������+ ��- 6 �� ��� ���� � �������/ 8� � �1�*�!�+
��� ���� ,��� ��� �� -� � �� �������� ��- � � ��� !��� �� � +� +� � � /

���� , � -�� , � ��)���� �. � ������ ����+ �� �� )�**�� ���)��)� �� �*�� ���
�*�� � ��������/ 8� � �1�*�!�+ ��� ������ ���� �������� ��- � � ��� !���

��� � +� +� � � +%+� � �

�� ����!!� +��� ��� �!, � ��+ ��)����- �� ��� ��*�!�� ���� �� 8����� �/
�/

a a

b b

� � �  �

� �

rather than

������ �	
� 3�*�!�>�- ������ ����/
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������ �	
� ��*����� �������� ������ �. � ������ ����/

example 1.42 ComputerRepesentationof Binary Trees

=��5� ��� ,��� ��� �������� ������ �. ������ ���� �� � !��� !� �7� !�7� �� )�*�����
*�*��� / 8�� �1�*�!�+ !�� � � � ��� .�!!� ,��� ����/

b c

ed

a

� � )�� �������� � � �� ��� !��� � @� � +�%�+� � � +� � +� � ���� / 8����� �/
D ��� ,� ���
�������� ������ �. � �� )�*����� *�*��� +,���� , � �� 0� ���- ��� ��*� ��������
���- �� �1�*�!� A � . 3�)���� �/&/

end example

BinarySearchTrees

?����� ����� )�� � � ���- �� �������� � ���� ,���� �!�*�� �� �� 0� ��*� ��-�����/
3�) � � ���� �� )�!!�- � %���
� �� �
 �� 	
 � � ��- ��� ��� ���� ��� � ���� .�� ��) � � � - �
�. ��� ����+ ��) � �!�*�� � �� ��� !�.� ������� ���)�-�� ��� �� -� �!�*�� � ��- ��) �
�!�*�� � �� ��� ���� � ������� ��))��-� ��� �� -� �!�*�� �/

example 1.43 A Binary Search Tree

(�� ������ ����) � ���� �� 8����� �/
# ��!-� �����4!����� �����0������� .�� ��1 �.
��� *�� ���+ ,���� , � ��� ����� ��� -�)������� ��-����� �. ��� , ��-�/ 3� ���
)����)� ��-�� �� 8�?+ L��+ LI=+ �H J+ H�(+ 3�E /
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JUL

JAN OCT

FEB NOV SEP

������ �	
� ?����� ����) � ����/

������ �	
� (, � �������� �����/

(��� ������ ����) � ���� ��� -���� 
/ (���� ��� *�� � ����� ������ ����) �
����� �� ��!- ����� ��1 *�� ���/ 8��- ������� ��� ���� ��� -���� 
/ (��� >�-
��� ���� ��� -���� &/

end example

1.4.5 SpanningTrees

� �" �����# 	
 � � .�� � )����)��- ����� �� � �������� ���� �� � ���� ��- )�� �����
�!! ��� 0����)�� �. ��� �����/ 8� � �1�*�!�+ 8����� �/

 ��� ,� � ����� .�!!� , � -
� � � , � � . ��� �������� �����/ (��� �1�*�!� ��� ,� ���� � ����� )�� �� 0� *�� �
�������� �����/ � ������� �" �����# 	
 � � .�� � )����)��- , ���� ��- ����� ��
� �������� ���� ��) � ���� ��� ��* �. ��� �-�� , ���� �� �� *���* �* �*��� �!!
�������� �����/

Prim’sAlgorithm

� .�*��� �!������*+ -�� �� E��* M�
$DN+)������)�� � *���*�! �������� ����
.�� �� � ��-���)��- )����)��- , ���� ��- �����/ 3������� ,��� �� � 0����1+ ���
�!������* ����) ��� .�� �� �-�� �. *���* �* , ���� � )����)��- �� ��� 0����1/ ��
�--� ��� �-�� �� ��� ���� ��- ���� )�� ��� ��� � � ������ �� >�- ��, �-��� �.
*���* �* , ���� � ��) � ���� ��� 0����1 �� �� ��� ���� ��- ��� ����� 0����1 �� ���/
����5� �� ��.��*�! -��)������� �. ��� �!������*/

Prim’s Algorithm (1.19)
�������)� � *���*�! �������� ���� .�� �� ��-���)��- )����)��- , ���� ��-
�����/ (�� 0�����!��: 3 �� ��� 0����1 ��� �. ��� �����R 4 �� ��� 0����1 ���
��- � �� ��� �-�� ��� �. ��� �������� ����/

Continued
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�� ������!�C� � :@� /

�� E�)7 � � � 0����1 & � 3 ��- ��� 4 :@� &� /

�� )��$� 4 K3 
�

8��- � *���* �* , ���� � �-�� � � + � � ,���� � � 4 ��-
� � 3 %4 R

� :@� 	 �� � +� �� R

4 :@4 	 � � �

�


H. )�����+ E��*5� �!������* )�� �!�� � � ���- �� >�- � �������� ���� .��
�� �� , ���� ��- �����/ L��� ������ � , ���� � � . � �� ��) � �-�� �. ��� �����/ H�
*� -�.� ��� >��� �����*�� � �� ��� )��$� !� �� �� ���- �8��- �� �-�� � � +� � ��) �
���� � � 4 ��- � � 3 %4 /	

example 1.44 A Minimal SpanningTree

� �5!! )������)� � *���*�! �������� ���� .�� ��� .�!!� ,��� , ���� ��- �����/

1
1

1

1

12

2

2

2
2

3

3

d

e

f

a

b

c

( � ��� �� , ��� �!������* , ��7� , �5!! -� � ���)� �. ��) � ���� ��� ,��� ��� 0�!���
�. ��� 0�����!�� � ��- 4 / (�� �!������* ��0 �� �� ��0 ���! ) ���)�� ���)� �� �� ���
�*�!�*�� ��- �� � )�*����� ������*/ 3� , �5!! ����� ,��� ��� !����� � ���)� ��5�
��� >��� !����� �. ��� �!���� ��/
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(�� �!������* ����� � �)���� 4 @3 / 3� � �� � �������� ����/
end example

Exercises

*�����

�/  �� , � ��)���� �. � ����� ���� �������� �� ����� ������ �. ��� I����- 3�����
��- ����� ��� 0��)�� �. ����-� ���� ���) � ��� � �!�� ��) H)��� �� ���) � ������
�� ��� 0��)�� ���� -�/

�� 8��- �!���� ������ ,��� ��� �*�!!��� � �����!� � � * � �� �. 0����)�� ���� �� 0�
)���*���) � � * � ��� �. �+ 
+ &+��- A/

&/ ���� �� ��� ) ���*���) � � * � �� �. ��� ����� �������� ���� ��� *�� �. ���
I����- 3�����K �1�!��� � ��� ���, ��/

��  �� , � ��)���� �. ��� -���)��- ����� ���� )������ ��-� �� ��) � � . ��� .�!!� ,���
������ ��!������/

�� � "� +� '+ "%+%'+ "� +� ' � /
�/ � "� +%'+ "%+%'+ "%+� '+ "� +� ' � /
�� (�� ��!����� @� � ��� ��� � �+ 
+ &� /

�� O�0�� ��� .�!!� ,��� �����:

e f

g

d

b

a

c

�� � ���� -� ,� �!! ����-��4>��� ��� 0����!� ���� ����� �� 0����1 !/
�� � ���� -� ,� �!! -����4>��� ��� 0����!� ���� ����� �� 0����1 !/

�/ O�0�� ��� .�!!� ,��� �����/

ba

g
d

c
i

f

j

e
h
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�/ � ���� -� ,� ��� ����-��4>��� ��� 0����!� ���� ����� �� 0����1 !/
�/ � ���� -� ,� ��� -����4>��� ��� 0����!� ���� ����� �� 0����1 !/

�� O�0�� ��� .�!!� ,��� �����:

a

c e

fd

b

�� � ���� -� ,� ��� ����-��4>��� ��� 0����! ���� ������ �� 0����1 � /
�� � ���� -� ,� ��� -����4>��� ��� 0����! ���� ������ �� 0����1 � /

%����


� O�0�� ��� �!������) �1�������� � � "%B � ' % "� � � '/  �� , � ��)���� �.
��� ���� �������� ������ �. ���� �1��������/ (��� )�� 0��� ��� ���� �� �� � !���
�������� ������ �. ��� �1��������/

��  �� , � ��)���� �. ��� ��-���- ���� ���� �� �������� ��- � � ��� !���

� � +�%+� � � +� � +� � �� � +� 
 +� � � +� 	 �� +� � �� /

��/  �� , � ��)���� �. � ������ ����) � ���� )�� ������� ��� �����4!����� �����0��4
����� .�� ��� �
 *�� ��� �. ��� � ��� �� -�)������� ��-��/ 2�7 � ���� ���� � ���
���� ��� ��� !���� � �����!� -����/

��� 8��- � , � -�����)� *���*�! �������� ����� .�� ��� .�!!� ,��� , ���� ��- �����/

a b

fe

c d2

2

2

2

2

1 1

1

�
/ 8� � ��� , ���� ��- ����� �� �1�*�!� ��+ >�- � , � -�����)� *���*�! ��������
����� ���� ��� -�9���� � .��* ��� �������� ���� ��0 ��/

# ��� #���$�+�

��� ( � � � � >�- � ��)������ ��- ��<)��� � )��-����� .�� �� ��-���)��- ����� ��
�� 0� �� ��!�� ����/ -��	: =� �7 �� ��� -������ �. ��� 0����)��/

�A/ ( � � � � >�- � ��)������ ��- ��<)��� � )��-����� .�� �� ��-���)��- ����� ��
�� 0� �� ��!�� )��)���/ -��	: =� �7 �� ��� -������ �. ��� 0����)��/
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1.5 ChapterSummary

� � ���*�!!� ��� 0� ������ ��.��*�!!� +��- , � ��� � 0����� � � . ��� �. ��) ���6���:
��� �. � � �1������0 � )��) 7���+ )��-������! ��� �.+ ��-���)� ��� �.� "�/�/+ ��� 0��� ���
)�� ���� �����0 � ��- ��� �. � � )�� ���-�)����'+ ��- �9 ��� �.�/

3��� ��� ) ����)����C�- � � !�) 7 � . ��-�� ��- �� ��� ����- � ))�����)�� �. �!�4
*�� ��/ (���� ��� ���� ��) ���6��� .�� )�*������ ���� � � ������ ��- � � �6��!4
�� � / 3��� )�� � � )�* ����- � � ��� �� �������� �. �����+ �� �����)����+ -�9����)�+
��- )�*�!�*�� �/ J ��� -�����*� ��� ���.�! .�� �������� ���� ����� �� ��������/
(, � ���.�! ��!�� .�� )��� ���� ���� ��� ��� ����� ��!���!�� )�!!�- ��� ��)!�����4
�1)!����� ����)��!����- ��� -�9����)� ��!�/

?�����!�� )�!!�- * �!���������� ) ����)����C�- � � !�) 7 � . ��-��+ ��- ����
*� � )�� ���� ��� ����- � ))�����)�� �. �!�*�� ��/

( ��!�� ��� ) ����)����C�- � � ��-��+ ��- ���� *� � )�� ���� ��� ����- � ))��4
���)�� �. �!�*�� ��/ 2�� � ���.�! ����)����� ��� ��!���- �� ���!��/ ���������
��� -�)�� �. ���� ��� )�!!�)����� �. ���!��/ =���� ��� ��*�!�� �� ���!�� �1)��� ����
!���� )�� � � �))����- ��!� � � ���- ��- ���!/ 3������ ��� !�7� !���� �1)��� ����
�!�*�� �� .��* �� �!���� �� ��� �!�)�- ��1� �� ��) � ����� �� ;�1��� �������/ =��4
������ ��� ���� �. ������� ��- ���� )�� � � )�* ����- � � )��)��������� ������� ��
, �!! �� � � ��� �� ��������/ G�!������ ��� ���� �. ���!�� ���� ��� ��!���- �� ��*�
, � � / � ���.�! ��!� .�� )��� ���� ���!�� �� ��� ��� -�)� ��!�/

O����� ��� ) ����)����C�- � � � ��� �. 0����)�� ��- � ��� �. �-���+ ,���� ���
�-��� *� � � � ��-���)��- �� -���)��-/ O����� )�� � � )�!���-+ ��- ���� )�� � �
��� 0����-/ ( ���� ��� �� �)��! ������ ���� !� �7 !�7� ���! �����/ E��*5� �!������*
)������)�� � *���*�! �������� ���� .�� �� ��-���)��-+ )����)��-+ , ���� ��- �����/


