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chapter 2

Facts about 
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) *!+���!, +�! ����! ��- � ���� ,������. �! ���, +������ / �0�� ,���� /��� ��� #�,�+
!����!, �!� !������!, ��� �*!+���!,. 1��! / �0�� �! ��� �*+� ,��� �*!+���!, ����
��� �,� �+����2 ��� ����! � �! +���*��� ,+��!+�. 3�!+� �������, +�! #� �*!+���!,
�!� �*!+���!, +�! #� �������,4 / �0�� ,� �!� ,��� ���� ��,+*,,�!� ��+ �!�5*�, ���
+�!,��*+��!� !�/ �*!+���!, ���� ,������ �!�,. � �0�� ��,� ��,+*,, ����� ���� �����,
�� �*!+���!, ���� ��� *,��*� �! ���#��� ,�� �!�.

chapter guide

�� 	��
� ��� �! ��� �*+�, ��� #�,�+ ����, �� �*!+���!,�/��� ���2 ���4 �!� �� / � �
�����,�! � ����. � �0�� �� � ��! 2 �6�����,4 �!+�*��!� ,� ���� �*!+���!, ����
��� �,� �+����2 *,��*� �� +���*��� ,+��! ��,�,.

�� 	��
� ��� �! ��� �*+�, ��� ��� ����! � ���� �� +��� �,����! �, � / � 2 �� +�� #�!�
�*!+���!, �� +�!,��*+� !�/ �*!+���!,. � �0�� ,�� ���� ��� ��� �*!+���! �, �
*,��*� �� �� ��� +�!,��*+��!� �*!+���!, ���� +��+*���� ��,�,.

�� 	��
� ��� �! ��� �*+�, ����� ��� ����! � ���� �����, �� �*!+���!,��!7�+�� �4 ,*�8
7�+�� �4 �!� #�7�+�� �. � �0�� ,�� �� / ���,� ���� �����, ��� *,�� /��! / �
��,+*,, ��� �����!���� ���!+����4 +�2������2 4�!� ��,� �*!+���!,.

�� 	��
� ��� �� �, � #���� �! ��� �*+���! �� ��+ �!�5*�, ��� +������!� �!9!��� ,��,.
� �0�� ��,+*,, ��� ����, �� +�*! ��#�� �!� *!+�*! ��#�� ,��,. � �0�� �! ��� �*+�
��� �����!���$����! ��+ �!�5*�4 �!� / �0�� ��,+*,, /������ / � +�! +���*��
� ��2���!�.
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2.1 DefinitionsandExampless

�! ���, ,�+���! / �0�� �� � ��� ��9!����! �� � �*!+���! ���!� /���  ����*, / � 2,
�� ��,+��# � �*!+���!,. � �0�� ��,� ,� �!� ,��� ���� /��� �*!+���!, ���� ���  ��2
*,��*� �! +���*��� ,+��!+�.

2.1.1 Definition of a Function

3*�� �,� � �!� � ��� ,��, �!� ��� ��+ � �����! � �! � / � �,,� +���� �6�+��2 �!�
�����! � �! � . 3*+� � ! �,,� +�����! �, +����� � ���	��
� ���� � �� � . 1�� ���!
���� �, ���� ��+ � �����! � � � � �, �,,� +����� /��� ���	��� 
�� �����! � � � � . � !
����� / ���,4 �� � � � �, �,,� +����� /��� � � � 4���! � �, !�� �,,� +����� /��� �! 2
����� �����! � � � � .

) *!+���!, ��� !������2 ��!���� #2 ������, ��- � � 4� 4�!� � �� ����� ��,+����� �
!���, �� ,2� #��,. �� � �, � �*!+���! ���� � �� � �!� � �,,� +����, ��� �����! � �
� � /��� ��� �����! � � � � 4���! / � /���� � %� ( : � �� � : � %� (. 1�� �6���,,��!
� %� ( �, ����4 � � �� � 4	 �� � � �� � 4	 �� � � ������� �� � .	 ���! � %� ( : � 4 / �
����! ,� 24 � � ���, � �� � .	 3��� ����� / ���, ��� ��*!+���!	 ��� ������� 4
�
 ����

����
� 4�!� 
� �
 ��

 .

DescribingFunctions

) *!+���!, +�! #� ��,+��# �� �! ��! 2 / � 2,. 3�������, � ���� *�� /��� �� ��� 7�#.
) � � �6�����4 ��� �*!+���! � ���� � �� � ���� ���, � ��2 !��*��� ! * � #�� � ��
��, ,5*��� +�! #� ��,+��# �� #2 ��� ����� /�!� ���� *��;

� %� ( : � � �

<���� ����,4 / �0�� ��  � � � /���� �� /! ��� � �,,�#�� �,,� +�����!,. ) � � �6�����4 ���
����� /�!� �,,� +�����!, ��9!� � �*!+���! � ���� � : � � 4 4	 � �� � : � 
4 �4 � � ;

� %� ( : 
 � � %� ( : 
 � �!� � %� ( : � �

� � +�! ��,� ��,+��# � � �*!+���! #2 � ��� /�!� � 9�*��. ) � � �6�����4 )��*�� �.

,�� /, ����� / � 2, �� �����,�! � ��� �*!+���! � . 1�� ��� 9�*�� *,�, =�!! �������,
�������� /��� � �������. 1�� �� / � � ���� 9�*�� �, � �������. 1�� �� / ��8���� �
9�*�� �, ��� �������� >����,��! �����4 �! /��+ � ��+ � ������� ���� %� 4 � %� (( �,
������� �, � � ��! �.

)��*�� �.� ,�� /, � / � �,,� +�����!, ���� ��� !�� �*!+���!,. ?� ,*�� �� �6����!
/� 2 ���,� �,,� +�����!, �� !�� �����,�! � �*!+���!, ���� � �� � .

Terminology

1� +��� *!�+��� /��� ��+ � ����� �# �*� �*!+���!,4 / � !��� �� �! ��� �*+� ,���
���� �����!����2 . � � � �, � �*!+���! ���� � �� � 4/ � ��!��� ���, #2 /����!�

� ; 	 � 
�
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a b c

������ �	
 1���� / � 2, � � ��,+��# � ��� ,��� �*!+���!.

a

b

c

1
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A B

a

b

c

1

2

3

A B

������ �	� 1�*�� ��#��,.

1�� ,�� � �, ��� �
���� �� � �!� ��� ,�� � �, ��� 	 
 �
���� �� � . � � ��,� ,� 2
���� � ��, ��� � � � � . 1�� �6���,,��! � � � ��!���, ��� ,�� �� ��� �*!+���!,
���� � �� � .

�� � %� ( : � 4���! � �, +����� �! �
 ������ �� � 4�!� � �, +����� � ����� �� � .
�� ��� �����! �� � �, ��� >����,��! ��� �*+� � � � � � � � � � 4 / � , � 2 � ��, �
���
� �� � ��, � � 
 ������� . � ! ���, +�,�4 �� %� � 4� � � 4� � ( � � � � � � � � � � . ���!

� %� � � � � � � � � (

��!���, ���  ��*� �� � �� %� � � � � � � � � (. A �*!+���! � /��� � / � ���*��! �, �, +�����
�  ���
� �*!+���! �!� / � ��  � ��� �����! �� /����!� � %� 4� ( �! ��� � ��*��� ��!�
���� � � � . ) �� �6�����4 & B @�, *,*���2 �������#�� �� B%&4@(.

Ranges, Images, andPre-Images

A� ����, �� �, !�+�,,��2 �� ��,+*,, +�����! ,*#,��, �� ��� �����! �!� +� �����! ��
� �*!+���! � ; � � � . 1�� 
 ���� �� � 4��!���� #2 ��!��% � (4�, ��� ,�� �� �����! �,
�! ��� +� �����! � ���� ��� �,,� +����� /��� ,��� �����! � � � � . � ! ����� / ���,4
/ � ��  �

��!��% � ( : � � %� ( � � � 	 � �
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) � � � ! 2 ,*#,�� � � � 4��� ����� �� � *!��� � 4��!���� #2 � %� (4 �, ��� ,��
�� �����! �, �! � ���� ��� �,,� +����� /��� ,��� �����! � � � � . � ! ����� / ���,4 / �
��  �

� %� ( : � � %� ( � � � � � �

����+� ���� / � ��/ � 2, � �  � ��� ,� �+��� +�,� � %� ( : ��!��% � (. ����+� ��,� ����
�����, ���� / * , � � ���!- �� � !�� �!�2 �, � �*!+���! ���� � �� � 4#*� ��,� �, �
�*!+���! ���� � � / ��%� ( � � � � / � � %� (.

) � � � ! 2 ,*#,�� " � � ��� �
 �#����� �� " *!��� � 4��!���� #2 � � � %" (4 �,
��� ,�� �� �����! �, �! � ���� �,,� +���� /��� �����! �, �� " . � ! ����� / ���,4 / �
��  �

� � � %� ( : � � � 	 � � %� ( � � � �

����+� ���� / � ��/ � 2, � �  � ��� ,� �+��� +�,� � � � %� ( : � . ����+� ��,� ���� ���8
�����, ���� / * , � � ���!- �� � � � �, � �*!+���! ���� � � / ��%� ( � � � � / � � %� (.

example 2.1 SampleNotations

>�!,���� ��� �*!+���! � ; � � 4 4	 � � � 
4 �4 � � ��9!�� #2 � %� ( : 
 4� % ( : 
 4
�!� � %	 ( : �. � � +�! ��- � ��� ����� /�!� �#,�� ����!,.

� ��, �2� � � � 4 4	 � � � 
4 �4 � � .
1�� �����! �� � �, � � 4 4	 � .
1�� +� �����! �� � �, � 
4 �4 � � .
1�� ��!�� �� � �, � 
4 � � .

3��� ,����� �����, ���

� %� � � ( : � 
 � 4
� %� � 4 � ( : � 
 � 4
� %� ( : � %� � 4 4	 � ( : � 
4 � � : ��!��% � (.

3��� ,����� ���8�����, ���

� � � %� 
4 � � ( : � � 4 � 4
� � � %� � � ( : � 4
� � � %� ( : � � � %� 
4 �4 � � ( : � � 4 4	 � : � .

end example

example 2.2 Functions and Not Functions

"�� $ #� ��� ,�� �� ��� � �����4 ��� � � � ����. � �0�� ��- � ,��� �,,� +�����!, �!�
��,+*,, /������ ��+ � �, �*!+���! �� �2� � $ � $ .
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�� � %� ( �, � ����! � � � � .

�! ���, +�,� � �, �
� � �*!+���! �� �2� � $ � $ #�+�*,� � ����� ��  � � / �
����! �,. ) � � �6�����4 �� %��, ������ � �!� ������ � 4���! � %%( : � �!�
� %%( : � 4/��+ � �, +�! ����2 �� ��� ��5*�����! � ���� ��+ � �����! �����! � #�
�,,� +����� /��� �6�+��2 �!� +� �����! �����! �.

�� � %� ( �, ��� ������ �� � .

�! ���, +�,� � �� � �*!+���! �� �2� � $ � $ #�+�*,� ��+ � � ��,�! ��, �6�+��2
�!� ������. �! ����� / ���,4 ��+ � � � $ ���, �� �6�+��2 �!� � ��,�!4 ���
������ �� � . � � � �, � ������4 /��� �, ��� ���8����� �� ��� ,�� � � � *!���
� C

�� � %� ( �, ��� ����,� +���� �� � .

�! ���, +�,� � �, �
� � �*!+���! �� �2� � $ � $ #�+�*,� ,��� � ��,�! ��, !�
+������!. 1��������4 � %� ( �, !�� ��9!�� ��� ,��� � � $ .

�� � %� ( �, ��� ,�� �� ��� +������! �� � .

�! ���, +�,� � �, �
� � �*!+���! �� �2� � $ � $ #�+�*,� ��+ � � ��,�! �,
�,,� +����� /��� � ,�� �� � ����� ������ ���! � � ��,�!. �� / �  ��4 � �� � �*!+���!
�� �2� � $ � � � / ��%$ (. >�! 2� * ,�� /� 2C

end example

example 2.3 Tuples Are Functions

A! 2 ������� ,�5*�!+� �� �# 7�+�, +�! #� ���*�� � � � � , � �*!+���!. ) � � �6�����4
��� �*��� %��4
&4 @@4
4 ���4 ��( +�! #� ���*�� � � � � , � ��,��!� �� ���  ��*�, ��
��� �*!+���!

� ; � � � 
 � � � � � &� @� � 


/���� � �, ��9!�� #2 ��� �5*���� 2

� %�(� � %
(� � %�(� � %�(� � %&(� � %@((: %��� 
&� @@� 
 � ��� � ��( �

3�������2 4� ! 2 �!9!��� ,�5*�!+� �� �# 7�+�, +�! ��,� #� ���*�� � � � � , � �*!+���!.
) � � �6�����4 ,*�� �,� ���� % � 4 � 4� � � 4 � 4� � � ( �, � ! �!9!��� ,�5*�!+� �� �# 7�+�,
���� � ,�� � . 1��! ��� ,�5*�!+� +�! #� ���*�� � � � � , � ��,��!� ��  ��*�, �! ���
��!�� �� ��� �*!+���! � ; � � � ��9!�� #2 � %� ( :  � .

end example
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example 2.4 Functions and Binary Relations

A! 2 �*!+���! +�! #� ��9!�� �, � , � �+��� -�!� �� #�!��2 �������!. A �*!+���!
� ; � � � �, � #�!��2 �������! ���� � �� � ,*+ � ���� !� � / � ������� ����, ��  �
��� ,��� 9�,� �����! �. � � +�! ��,� ��,+��# � ���, *!�5*�!�,, +�!�����! �,; ��
%� 4 (4%� 4	 ( � � 4���!  : 	 . 1�� !������! � %� ( :  �, !������2 ��������� �  ��
��� �������!�� !������!, � %� 4 ( �!� %� 4 ( � � .

end example

Equalityof Functions

1/ � �*!+���!, ��� �5*�� �� ���2 ��  � ��� ,��� �2� � �!� ��� ,���  ��*�, ��� ��+ �
�����! �����! �. �! ����� / ���,4 �� � �!� � ��� �*!+���!, �� �2� � � � � 4���!
� �!� � ��� ,��� �� #� � %��� �� � %� ( : � %� ( ��� ��� � � � . � � � �!� � ��� �5*��4
/ � /����

� : ��

) � � �6�����4 ,*�� �,� � �!� � ��� �*!+���!, �� �2� � � � � ��9!�� #2 ���
���� *��, � %� ( : � B � �!� � %� ( : � � . ��0, ��,2 �� ,�� ���� � : � .

Defininga Functionby Cases

) *!+���!, +�! ����! #� ��9!�� #2 +�,�,. ) � � �6�����4 ��� �#,��*��  ��*� �*!+���!
��#,	 ��, �2� � & � &4�!� �� +�! #� ��9!�� #2 ��� ����� /�!� �*��;

�#,%� ( :

�
� �� � 	 �


 � �� � � � �

A ��9!����! #2 +�,�, +�! ��,� #� /�����! �! ����, �� ��� ��#����#���� �*��. ) � �
�6�����4 / � +�! /���� ��� ���+���!� ��9!����! �! ��� ����� /�!� ����;

�#,%� ( : � � � 	 � ���! � ��,� 
 ��

1�� ��8���!8��,� �*�� +�! #� *,�� ���� ���! �!+� �� ����� ��� ,� ���� +�,�, ��
��9!�. ) � � �6�����4 ,*�� �,� / � / � ! � �� +��,,��2 ��� �� ��, �� � 5*������+ �5*����!
��  �!� ��� ����� /�!� ����;

�� � B �� B � : � �

� � +�! ��9!� ��� �*!+���! �+��,,��2E� ��,	 � � �� � ��� ����������� ,������! �,
�, ����� /,;

+��,,��2E� ��,%� 4 4	 ( : ��  � ' & �	 � � ���!
�1�� �� ��, ��� ���� �!� ��,��!+�.	

��,� ��  � ' & �	 � � ���!
�1�� �� ��, ��� +�����6 +�!7*����,.	

��,�
�1�� �� ��, ��� ���� �!� ��� �����.	
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2.1.2 SomeUsefulFunctions

�� / ���0, �� �- �� ,��� �*!+���!, ���� ��� �,� �+����2 *,��*� �! +���*��� ,+��!+�.
1��,� �*!+���!, ��� *,�� ��� ��,-, ,*+ � � , �!��2$�!� ���� �����, �� ����4 �!��2$�!�
���� �����, �� �������,4 �!� +�!,��*+��!� �������,.

TheFloorandCeilingFunctions

"��0, ��,+*,, � / � ��� ����! � �*!+���!, ���� ��! ������$�	 ���� ! * � #��, #2 ���!�
�� /! �� *� �� ��� !����,� �! �����. 1�� '
 

 �*!+���! ��, �2� � & � ( �!� �,
��9!�� #2 ,����!� F� ��%� ( � � ��� +��,�,� �! ����� ��,, ���! �� �5*�� �� � . ) � �
�6�����4 F� ��%D(: D4F� ��%D.
( : D4�!� F� ��%'�.@( : '&. A *,��*� ,������!�
!������! ��� F� ��%� ( �,

� � � �

1�� 	 ������ �*!+���! ��,� ��, �2� � & � ( �!� �, ��9!�� #2 ,����!� +����!�% � (
�� ��� +��,�,� �! ����� ������� ���! �� �5*�� �� � . ) �� �6�����4 +����!�%D( : D4
+����!�%D.
( : 
 4�!� +����!�%'�.@( : '�. 1�� ,������!� !������! ��� +����!�% � ( �,


 � � �

)��*�� �.� �� �, � ��/ ,�����  ��*�, ��� ��� F� �� �!� +����!� �*!+���!,.
>�! 2� * 9!� ,��� �������!,���, #� � / ��! F� �� �!� +����!�C ) � � �6�����4 �,

� � � : 
 � 
 
 � C ��0, ����� 2 ��,2 �� ,�� ���� �� � �, �! �! �����4 ���! ��� ,������! � �,
���,�. ?*� �� � �, !�� �! �! �����4 ���! ����� �, ,��� �! ����� � ,*+ � ���� � � � � �
B 
 �!� �� *, ��,� � ' 
 � � ' 
 � � . � ! ���, +�,� �� ����� /, ���� � � � : � : 
 � 
 
 � .
3� / � +�! ,� 2 ���� � � � : 
 � 
 
 � �� �!� �!�2 �� � �� ( . 1��, ���� ��� 2 �!� ,���
�����, ��� ��,��� #��� /. 1�� ��� ��, ��� ,������ �� ��� ���*��! � / � 7*,� ����.

Floor and Ceiling Properties (2.1)

�	 � � � � � � � � � � � �


	 � � � � � � � � � � � �

�	 � � � � � � � �� ��	 
��� �� � � � 


�	 � � � � � � � � � �� ��	 
��� �� � �� � 



	 � � � � � � � � � �� ��	 
��� �� � �� � 
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������ �	� 3��� F� �� �!� +����!�  ��*�,.
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GreatestCommonDivisor

"��0, ��+��� ���� 3�+���! 
.
 ���� �! �! ����� � ������� �! �! ����� � �� � �: � �!�
����� �, �! �! ����� ) ,*+ � ���� � : �) 4�!� / � ��!��� ���, ��+� /��� � � � . <*�
�� +*, ���� /��� #� �! ��� �����,� �� ��� +����! �� �,���, ��� � / � �! �����,.

Definiton of GreatestCommonDivisor
1�� �
 � ����� 	 
��
� �����

 �� � / � �! �����,4 !�� #��� $���4 �, ��� �����,�
�! ����� ���� �� ���, ���� #���. � � ��!��� ��� ������,� +����! �� �,�� �� �
�!�  #2

�+�%� 4 (.

) � � �6�����4 ��� +����! �� �,��, �� 
� �!� 
D ��� � 
4 � �4 � �4 � �. 3� ���
������,� +����! �� �,�� �� 
� �!� 
D �, �4 ,� / � /���� �+�%
�4 
D( : � . <����
�6�����, ��� �+�%'&&4'
�( : &�!� �+�%@4�( : @. � � � �: � 4���! �+�%� 4 �( : �� �.
A! ��� ����! � �!� *,��*� ,� �+��� +�,� � ++*�, /��! �+�%� 4 ( : 
 . � ! ���, +�,� �
�!�  ��� ,��� �� #� 
 ��������� �
��� . ) �� �6�����4 
 �!� & ��� ������ ��2 �����.

���� ��� ,��� ���� �����, �� ��� ������,� +����! �� �,�� �*!+���!.

GreatestCommonDivisor Properties (2.2)

�	 ��	� � � � � � ��	� � � � � � ��	� � � � � �



	 ��	� � � � � � ��	� � � � � �� � �
� �� � �� ����� � 


�	 �� � � ��	� � � � �� ���� ����� ��� �� ������ � ��	 � ��� � ���� � � �� � �� 


�	 �� � � �� ��	 ��	� � � � � � �� ���� � � � 


G��� ��� 2 %�.��( +�!9��, ���� ��� ������!� �� ��� ���*��! �, �� �,!0� ������
�!� ���� !����� � ! *� #��, ��  � � �,��� � ������,� +����! �� �,��,. ) � � �6�����4
�+�%'&4 '�( : �+�%'&4 �( : �+�%�4 '&( : �+�%�4 &( : � . � �0�� ,�� ,�����2 �� /
���� ��� 2 %�.�#( +�! ���� *, +���*�� ������,� +����! �� �,��,. G��� ��� 2 %�.�+(
,� 2, ���� / � +�! /���� �+�%� 4 ( �! ����, �� � �!�  . ) �� �6�����4 �+�%
@4
( : � 4
�!� / � +�! /���� � �! ����, �� 
@�!� 
 � ,

� : �+�%
@4
( : 
@%�(B 
%'�(.

G��� ��� 2 %�.��( �, � �� �,�#���� 2 ���� ��� 2 ���� / �0�� #� *,�!� �����.
�� / ���0, ��� �� /! �� #��,, ��+ -, �!� ��,+��# � � ! ��������� �� +���*��

��� ������,� +����! �� �,��. H�,� �� *, ��+��� ���� �����! ���2 ,+�� �� ���� / �
+�! �� ��� �! �! ����� � #2 � !�!$��� �! �����  �� �#���! � / � ����� �! �����,4 �
5*����! � %�!� � �����!��� 
 4/��+ � ,���,�2 �! �5*����! ��- � ��� ����� /�!�;

� :  % B 
 .
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) � � �6�����4 �� � : '
� �!�  : � 4���! / � +�! /���� ��! 2 �5*����!,4 ��+ � /���
��I���! �  ��*�, ��� %�!� 
 . ) �� �6�����4 ��� ����� /�!� ��*� �5*����!, ��� ��  �
��� ���� � :  % B 
 ;


 
� : � � %
 &( B %
 &(


 
� : � � %
 @( B %
 
(


 
� : � � %
 � ( B �


 
� : � � %
 � ( B @

�! ���������+, �!� +���*��� ,+��!+� ��� ����� �5*����! �, #2 ��� ��� ��,�
*,��*�. �! ��+� ��0, � ��,*�� �� � ������� +����� ��� ������
� ���

���� 4/��+ � / �0��
,���� ��� ��� ��+���.

Division Algorithm
�� � �!�  ��� �! �����, �!�  �: � 4���! ����� ��� *!�5*� �! �����, %�!� 
 ,*+ �
���� � :  % B 
 4/���� � � 
 � � �.

1�� �� �,��! ��������� �������� /��� ���� ��� 2 %�.�#( �� �, *, ��� ,���, �� �!
��������� �� +���*�� ������,� +����! �� �,��,. 3*�� �,� � �!�  ��� �! �����,
�!� � �: � . 1�� �� �,��! ��������� �� �, *, ��� �5*����! � :  % B 
 4 /����
� � � � �� �. 3�� �!� ��� �5*����! ��� 
 �� �, 
 : � '  %. 1��, 9�, ��� ���� ��
%�.�#(. 3� / � ��  � ��� !�+� �5*����!

�+�%� 4 ( : �+�% 4� '  %( : �+�% 4
 (.

1�� ��� ����! � � ��! � � #�*� ���, �5*����! �, ���� ��� ! * � #��, �! �+�% 4 
 ( ���
�����!� +��,�� �� $���. "��0, ,�� �� / / � +�! *,� ���, �5*����! �� +���*�� ���
������,� +����! �� �,��. ) � � �6�����4 �� +���*�� �+�%�
@4@&(4/ � ����2 ���
�� �,��! ��������� �� �#���! ��� �5*����! �
@ : @&� @B &@.1� *, / � -!� / ����

�+�%�
@4@&(: �+�%@&4&@(.

�� / ����2 ��� �� �,��! ��������� ����! �� �#���! @&: &@�
 B 
 . 3� / � � �  �

�+�%�
@4@&(: �+�%@&4&@(: �+�%&@4
(.

>�! ��! *�!�4 / � ��  � &@: 
 �@B �4 /��+ � �6��!�, �*� +���*�����! ��

�+�%�
@4@&(: �+�%@&4&@(: �+�%&@4
( : �+�%
4 �( : 
 .

1�� ��������� ���� / � ��  � #��! ����!,�����!� �, +����� *�	���+� ���

���� .
3�!+� ������,� +����! �� �,��, ��� ��/ � 2, � �,��� �4 / �0�� ��,+��# � ��� ���������
�� +��+*���� �+�%� 4 ( ��� ��� +�,� �! /��+ � � �!�  ��� !��*��� ! * � #��, ���� ���
!�� #��� $���.
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Euclid’sAlgorithm (2.3)
�!�*� !��*��� ! * � #��, � �!�  4!�� #��� $���4 �!� �*��*� �+�%� 4 (.

��	
�  � � �

>�!,��*+� � :  % B 
 4/���� � � 
 �  J %#2 ��� �� �,��! ���������(
� ;:  J
 ;: 



� J
<*��*� � .

� � +�! *,� �*+���0, ��������� �� ,�� / � � / ���� ��� 2 %�.�+( �, ,���,9��. 1��
���� �, �� - ��� ���+ - � � ��� �5*����!, � :  %B 
 ���� ��+ � �6�+*���! �� ��� �� ��.
1��! / ��- #�+-/ ���, ����*�� ��� �5*����!, �� ,�� � ��� �+�%� 4  ( �! ����, ��
� �!�  . ) �� �6�����4 �! �*� +��+*�����! �� �+�%�
@4@&(/ � �#���!�� ��� �����
�5*����!,

�
@ : @&� @ B &@

@&: &@� 
 B 


&@: 
 � @ B ��

3�����!� /��� ��� ,�+�!� �5*����!4 / � +�! ,�� � ��� 
. 1��! / � +�! *,� ���
9�,� �5*����! �� �����+� &@.1�� ��,*�� �, �! �6���,,��! ��� 
 : �+�%�
@4@&(
/�����! �! ����, �� �
@ �!� @&�, 
 : �
@ � %'
( B @& � �.

TheMod Function

�� � �!�  ��� �! �����,4 /����  � �4 ���! ��� �� �,��! ��������� ,����, ���� �����
��� � / � *!�5*� �! �����, %�!� 
 ,*+ � ����

� :  % B 
 /���� � � � � � .

� � ,� 2 ���� %�, ��� 5*����! � �!� 
 �, ��� �����!��� *� �! �� �,��! �� � #2  .
1�� �����!��� 
 : � '  % �, ��� ����+ �� �! ����,�.

Definition of Mod Function
�� � �!�  ��� �! �����, /���  � �4 ���! ��� �����!��� *� �! ��� �� �,��! �� �
#2  �, ��!����

� � 
 �  

�� / � ����� �� 96 � �, � � �,��� � �! �����4 ���! � �� � � ��- �,  ��*�, �! ��� ,��
� �4 
4 � � � 4� ' 
 � 4/��+ � �, ��� ,�� �� � �,,�#�� �����!���, �#���!�� *� �! �� �,��!
�� �! 2 �! ����� � #2 � . ) �� �6�����4 ��+ � � � / �� ��� ��#�� �! )��*�� �.& �� �,
,��� ,�����  ��*�, ��� � �� � � .
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������ �	� 3�����  ��*�, �� �� � �*!+���!.

� � ,�������, ��� � � ��!��� ��� ,��

� � : � �4 
4 �4 � � � 4� , 
 � .

) � � �6�����4 � � : � 4� � : � � � 4�!� � � : � �4 
 � . 3� ��� 96�� � 4��� �*!+���!
� ��9!�� #2 � %� ( : � �� � � ��, �2� � ( � � � .

A Formulafor Mod

>�! / � 9!� � ���� *�� ��� � �� �  �! ����, �� � �!�  C 3*��. � � ��  � ���
����� /�!� ���� *��

� �� �  : 
 : � '  %4 /���� � � � � � .

3� / �0�� ��  � � ���� *�� ��� � �� �  �� / � +�! 9!� � ���� *�� ��� ��� 5*����! �
%�! ����, �� � �!�  . 3�����!� /��� ��� ��� �!�5*���� 2 � � � � � / � ��  � ���
����� /�!� ,�5*�!+� �� �!�5*������,.

� � � � � �
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 � � �
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� ,�!+� � :
� 
 �

�
�

3�!+� %�, �! �! �����4 ��� ��,� �!�5*���� 2 ������, ���� %+�! #� /�����! �, ���
F� �� �6���,,��!

� : � ��� �

3�!+� � : � 
 � � � 4/ � � �  � ��� ����� /�!� �����,�! �����! �� 
 /��!  � �.

� : � 
 � � ��� � �



���� �
���
 �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

�� ������� 	 � 
 � ��� �
��� 
��������

1��, �� �, *, � ���� *�� ��� ��� �� � �*!+���!.

Formula for Mod Function

� �� � � : � 
 � � ��� � �

Propertiesof Mod

1�� �� � �*!+���! ��, ��! 2 ���� �����,. ) � � �6�����4 ��� ��9!����! �� �� � ����,
*, ���� � � � �� � � � � ��� �! 2 �! ����� � . 3� ��� �! 2 �! ����� � / � ��  �

%� �� � � ( � � � � : � �� � �

�!�

� �� � � : � �I � � � � � .

1�� ����� /�!� ��,� +�! ���!, ,��� �� ��� ��,� *,��*� ���� �����, �� ��� �� � �*!+���!.

Mod Function Properties (2.4)

�	 � �
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G�� ��; � �0�� ���  � ����, %�( �!� %�( �!� ��,+*,, ��� ����� ���� �����, �! ���
�6��+�,�,. K,�!� ��� ��9!����! �� �� � / � +�! /����

� �� � � : � ' �%� �!� � �� � � : � ' �%�

��� ,��� �! �����, %� �!� %� . � � / / � ��  � � ,���!� �� �I ,������! �,.

� �� � � : � �� � � �I � 
 �� � : � 
 �� �

�I � 
 � : � %� � 
 � � (

�I � �� ���, %� 
 � (

�I %� 
 � ( � � � � : � �

3� ���� %�( �, ��*�.
) � � ���� %�(4�,,*�� ���� �� �� � � : �� �� � � �!� �+�%� 4 � ( : 
. ?2

���� %�( / � +�! ,� 2 ���� � �� ���, %�� ' �� (. 3� � �� ���, ��� ��� �*+� � %� ' � (.
3�!+� �+�%� 4� ( : 
 4�� ����� /, ���� %�.��( ���� � �� ���, %� ' � (. 3� ����! #2
���� %�( / � ��  � � �� � � : � �� � � . L�M.
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example 2.5 Converting Decimalto Binary

�� / +�! / � +�!  ��� � ��+���� ! * � #�� �� #�!��2C ) � � �6�����4 ��� ��+����
! * � #�� @� ��, ��� #�!��2 �����,�! �����! 

�
�
. 1�� ���� ���,� #�� %#�!��2
�����( �! ���, �����,�! �����! �� @��, 
 #�+�*,� @��, �! � � � ! *� #��. �! ��!����4
/ � +�! 9!� ��� ���� ���,� #�� %#�!��2 �����( �� ��� #�!��2 �����,�! �����! �� �
!��*��� ��+���� ! * � #�� � #2 � ��*���!� ��� �6���,,��! � �� � � . � ! �*� �6�����4
@� � � � � : 
 4/��+ � �, ��� ���� ���,� #��.

3� / � +�! ����2 ��� �� �,��! ���������4 �� ���!� @� #2 �4 �� �#���! ���
���� ���,� #�� �, ��� �����!���. 1��, �� �, *, ��� �5*����!

@� : � � � � B 
 .

�� / � � ��� ,��� ���!� ��� ��� 5*����! � � � �!� ��� ,*++����!� 5*����! �,.

@� : � � �� B 


� � : � � 
� B �


 � : � � � B 


� : � � � B �

� : � � 
 B 



 : � � � B 


� � %��!�(

� � +�! ���� �I ��� �����!���, �! ��� �# �  � �5*����!, ���� #����� �� ��� ��
�#���! ��� #�!��2 �����,�! �����! 

�
�
 ��� @�. A! ��� ����! � � ��! � � � !���+� �,
���� / � +�! �����,�! � � ! 2 !��*��� ! * � #�� � �! ��� ����

� : � � �� � � B � �� � � �

3� �! ��������� �� +�!  ��� � �� #�!��2 +�! #� �������! ��� /��� ��� F� �� �!�
�� � �*!+���!,.

end example

TheLogFunction

1�� ����	 �*!+���!�/��+ � �, ,������!� ��� �������������,*��, ��� ,�$� ��
�6� �!�! �,. � � ,���� /��� � � �,��� � ���� ! * � #��  �: 
 . � � � �, � � �,��� � ����
! * � #��4 ���!

��� � � : � ���!,  � : � 4

�!� / � ,� 24���� #�,�  �� � �, � .	
1�� #�,�8� ��� �*!+���! ��� � � ++*�, ���5*�! ��2 �! +���*��� ,+��!+� #�+�*,�

��! 2 ���������, ��- � #�!��2 ��+�,��!, %�/ � +���+�,( �!� #�!��2 ����, ��� *,��*�
���� ,��*+�*��,. ) � � �6�����4 ,*�� �,� / � ��  � � #�!��2 ,���+ � ���� /��� 
�
!� ��, ��  �!� ��� ,��*+�*�� ,�� /! �! )��*�� �.@.
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������ �	
 3����� #�!��2 ����.

1

0

2

1

4

2

8

3

16

4

32

5

64

6

128

7

256

8

512

9

1024

10

x

log2 x

������ �	� 3����� ���  ��*�,.

1�� ����� �� ��� ���� �, &4,� � ��6�� *� �� @+������,�!, ��� !����� �� 9!�
�! 2 �����! � �! ��� ����. ����+� �! ���, +�,� ���� 
� : � � 4, � / � +�! /���� ���
����� �! ����, �� ��� ! * � #�� �� !� ��,; &: ��� � 
�. )��*�� �.� �� �, � ��/ +���+�
 ��*�, ��� ��� ��� � �*!+���!.

<� +�*�,�4 ��� � ��- �, ����  ��*�, ��,�. ) � � �6�����4 �� D� � � 
�4 ���!

� � ��� � � � &.

) � � � ! 2 ���� ! * � #��  � 
4 ��� �*!+���! ��� � �, �! �!+���,�!� �*!+���! /���
��� � �,��� � ���� ! * � #��, �, ��, �����! �!� ��� ���� ! * � #��, �, ��, ��!��. �!
���, +�,� ��� ����� �� ��� � ��, ��� ��!���� ���� ,�� /! �! )��*�� �.�. ���� �� �,
��� ����� �� �- ��- � �� � �  � 
C

1�� ��� �*!+���! ��, ��! 2 ���� �����,. ) � � �6�����4 ��0, ��,2 �� ,�� ����

��� � 
 : � �!� ��� �  : 
 .

x

logb x

1

������ �	� ����� �� � ��� �*!+���!.
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1�� ����� /�!� ��,� +�! ���!, ,��� �� ��� ��,� *,��*� ���� �����, �� ��� ���
�*!+���!. � �0�� ���  � ��� ��� ��, �, �6��+�,�, �! ����2�!� ��� ��9!����! �� ���.

Log Function Properties (2.5)

�	 �
� � � � � � � � 
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1��,� ���� �����, ��� *,��*� �! ��� � ��*����! �� ��� �6���,,��!,. ) � � �6�����4
,*�� �,� / � !��� �� � ��*��� ��� �6���,,��! ��� � %�� � � (. H�- � ,*�� 2� * +�! 7*,���2
��+ � ,��� �! ��� ����� /�!� � ��*����!;

��� � %�� � � ( : ��� � %�� ( B ��� � %�� ( : � ��� � %�( B & ��� � %� ( : � B & � � � � %�(.

A� ���, � ��! � / �0�� ,�*+ - ��� �! �6�+� �!,/ ��. ?*� / � +�! ��- � � ! �,������.
� � -!� / ���� 
 : ��� � %�( � ��� � %�( � ��� � %&(: � . 1��������4 
 � ��� � %�( � �.
1� *, / � ��  � ��� ����� /�!� �,������ �� ��� �!,/ ��;



 � ��� � %�� � � ( � 
@.

2.1.3 LargePartial Functions

A � �
���� ���	��
� ���� � �� � �, ��- � � �*!+���! �6+��� ���� �� ���� � !�� #�
��9!�� ��� ,��� �����! �, �� � . � ! ����� / ���,4 ,��� �����! �, �� � ���� � !��
#� �,,� +����� /��� �! 2 �����! � � � � . ?*� / � ,���� ��  � ��� ��5*�����! � ���� �� �
� � �, �,,� +����� /��� � � � 4���! � +�!0� #� �,,� +����� /��� �! 2 ����� �����! �
�� � . ) �� �6�����4 / � -!� / ���� �� �,��! #2 $��� �, !�� ���� / ��. 1��������4 �
�, � ������� �*!+���! �� �2� � & � & � & #�+�*,� � �, !�� ��9!�� ��� ��� ����,
�� ��� ���� %� 4�(.

���! ��,+*,,�!� ������� �*!+���!,4 �� �  ��� +�!�*,��! / � *,� ��� ���� �
���
���	��
� �� ���! � �*!+���! ���� �, ��9!�� �! ��� ��, �����!. A! 2 �������
�*!+���! +�! #� ���!,������ �! �� � ����� �*!+���!. <!� ,����� ��+ �!�5*� �, ��
,���!- ��� �����! �� ��� ,�� �� �����! �, ��� /��+ � ��� ������� �*!+���! �, ��9!��.
) � � �6�����4 � �, � ����� �*!+���! �� �2� � & � %& ' � � � ( � &.

A ,�+�!� ��+ �!�5*� - ���, ��� �����! ��� ,��� #*� �!+���,�, ��� ,�$� �� ���
+� �����!. ) � � �6�����4 ,*�� �,� � ; � � � �, � ������� �*!+���!. G�+- ,���
,2� #� � ���� �, !�� �! � 4 ,� 2 N �� � 4�!� �,,��! � %� ( : N /��!� �� � %� ( �, !��
��9!��. 1��! / � +�! ���!- �� � �, � ����� �*!+���! �� �2� � � � � � � N � . � !
���������!�4 ��� �!����2 / �*�� #� �� ��+ - � ! ����� ��,,��� �� �!��+��� ����
�! �!+����+� �!�*� ,���!� ��, #��! ��+�� ��.
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Exercises

����	�	
�� ��� �����
��

�� M�,+��# � ��� � �,,�#�� �*!+���!, ��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �2� �,.

�� � � 4 � � � 
 � .
#. � � � � � 
4 �4 � � .
�� � � 4 � � � 
4 � � .
�. � � 4 4	 � � � 
4 � � .

�� 3*�� �,� / � ��  � � �*!+���! � ; � � � ��9!�� #2 � %� ( : � � B 
 . M�,+��# �
��+ � � � ��� ����� /�!� ,��,4 /���� * �!� - ��!��� ��� ,��, �� � �! �!� � � �
!��*��� ! * � #��,4 ��,� �+�� ��2 .

�� ��!��% � (. #. � %* (. �� � %- (.
�. � %� (. �� � � � %* (. �. � � � %- (.

�
�� �����
 � ����	
��

�� � ��*��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �6���,,��!,.

�� �
 &�
 � . #. 

 &�
 � . �� � &�
 � �. 
 &�
 � .

�� � ��*��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �6���,,��!,.

�� �+�%'
�4 
@(. #. �+�%
D4�@(. �� �+�%D��4 &@(.

�� )�!� �+�%�
�4 D��( �!� /���� ��� �!,/ �� �! ��� ���� �
� � B D�� � .

�� � ��*��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �6���,,��!,.

�� 
@�� � 
�. #. '
@ �� � 
�.
�� 
@�� � %'
�(. �. '
@ �� � %'
�(.

 � "�� � ; � � � � � #� ��9!�� #2 � %� ( : � � �� � � . )�!� ��� ����� *!��� �
�� ��+ � � � ��� ����� /�!� ,��,;

�� � . #. � �4 � � . �� � �4 @� .
�. � �4 @� . �� � 
4 �4 � � . �. � � .

!� ) � � � ���� ! * � #�� � 4 ��� ��*!+%� ( ��!��� ��� ��*!+����! �� � 4 /��+ � �, ���
�! ����� �#���!�� ���� � #2 ������!� ��� ���� �� � �� ��� ���� � � � ��� ��+����
� ��! �.

�� � ���� ��� F� �� �*!+���! �! ����, �� ��*!+.
#. � ���� ��� +����!� �*!+���! �! ����, �� ��*!+.

"� ) � � �! �����, � �!� � �: � 4 ��� � %� 4 � ( : � ' � ��*!+%� � � (4 /���� ��*!+ �,
���� �6��+�,� D. �� / � � � , � +������ �� ��� �� � �*!+���!C
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�. M� �, �� ��- � ,�!,� �� �6��!� ��� ��9!����! �� ��� �� � �*!+���! �� ����
! * � #��,C ���� / �*�� #� ��� ��!�� �� ��� �*!+���! � ; & � & ��9!�� #2
� %� ( : � �� � �.@C

��� � ��*��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �6���,,��!,.

�� ��� � ��@. #. ��� � D

�. �� ��� 	 %
���(.

��� ) � � � ,*#,�� � �� � ,�� . 4��� 	��
 �	��
����	 �*!+���! � � ; � � � � � 
 � �, �
��,� ��� ��� #��,��� �! � �!� �, ��9!�� #2

� � %� ( : � � � � � ���! 
 ��,� �.

�� =����2 ���� ��� ����� /�!� �5*����! �, +����+� ��� ,*#,��, � �!� � �� . .

� � � � %� ( : � � %� ( B � � %� ( 
 � � %� (� � %� (

#. )�!� � ���� *�� ��� � � � � %� ( �! ����, �� � � %� ( �!� � � %� (.
�� )�!� � ���� *�� ��� � � � � %� ( �! ����, �� � � %� ( �!� � � %� (.


�. �� �! � �*!+���! � ; � � � . A! �����! � � � � �, +����� � !�� � � 
��� �� �
�� � %� ( : � . )�!� ��� ,�� �� 96�� � ��! �, ��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �*!+���!,.

�� � ; � � � /���� � %� ( : � .
#. � ; � � � /���� � %� ( : � B 
 .
�� � ; � � � � � /���� � �.
�. � ; � � � � � /���� � %� ( : � � �� � � .

#$
 
�� ��� %��

��&��

��� G��  � ��+ � � � ��� ����� /�!� ,������! �, �# �*� F� �� �!� +����!�.

�� � � B 
 � : � � � B 
 .
#. 
 � 
 
 � : 
 � � 
 
.
�� 
 � � : � � � �� �!� �!�2 �� � � � .
�. 
 � � : � � � B 
 �� �!� �!�2 �� � � � .

��� K,� ��� ��9!����! �� ��� ��������� �*!+���! �� ���  � ��+ � � � ��� ����� /�!�
��+�,.

�� ��� � 
 : � .
#. ��� �  : 
 .
�� ��� � % � ( : � .
�. ��� � %� � ( : ��� � � B ��� � � .
�� ��� � %� � ( : � ��� � � .
�. ��� � %�/� ( : ��� � � ' ��� � � .
&� ��� � � : %����  ( %���� � (. %+��!�� �� #�,�(
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��� G��  � ��+ � � � ��� ����� /�!� ��+�, �# �*� ������,� +����! �� �,��,.

�� �+�%� 4 ( : �+�% 4� ( : �+�%� 4 ' (.
#. �+�%� 4 ( : �+�% 4� '  %( ��� �! 2 �! ����� %.
�� �� � ��� �!� �+�%� 4� ( : 
4 ���! � �� . 0���1 K,� %�.�+(.


�. �� �! ��� ��,*�� �� ��� �� �,��! ��������� � : �� B � 4 /���� � � � � �� �4
���  � ��� ����� /�!� ,������! �;

�� � � � ���! � : � 
 � 
 ��� � �


D. "�� � ; � � � #� � �*!+���!4 �!� ��� * �!� 2 #� ,*#,��, �� � . G��  � ��+ �
�� ��� ����� /�!� ��+�, �# �*� �����,.

�� � %* � 2 ( : � %* ( � � %2 (.
#. � %* � 2 ( � � %* ( � � %2 (.
�� )�!� �! �6����� �� ,�� / ���� ���� %#(+�! #� � ���� �� ,*#,��.

�"� "�� � ; � � � #� � �*!+���!4 �!� ��� 3 �!� 0 #� ,*#,��, �� � . G��  � ��+ �
�� ��� ����� /�!� ��+�, �# �*� ���8�����,.

�� � � � %3 � 0 ( : � � � %3 ( � � � � %0 (.
#. � � � %3 � 0 ( : � � � %3 ( � � � � %0 (.
�� * � � � � %� %* ((.
�. � %� � � %3 (( � 3 .
�� )�!� �6�����, �� ,�� / ���� ����, %+(�!� %�( +�! #� � ���� �� ,*#,��,.

�'� G��  � ��+ � � � ��� ����� /�!� ���� �����, �� ��� �� � �*!+���!. 0���1 K,� %�.&�(
��� ����, %�( �!� %#(4�!� *,� %�.�+( �!� ����, %�( �!� %#(��� ���� %+(.

�� %� B � ( � � � � : %%� �� � � ( B %� �� � � (( �� � � .
#. %�� ( � � � � : %%� �� � � (%� �� � � (( �� � � .
�� �� �+�%� 4� ( : 
 4���! ����� �, �! �! �����  ,*+ � ���� 
 : � �� � � .

��� � �0�� ,���� � ��� �� �� %�.�+(; �� � : �+�%� 4 (4 ���! ����� ��� �! �����, � �!�
� ,*+ � ���� � : �� B  � . G�� ��; "�� � : � �� B  � � � 4� � O �!� �� B  �
� � � �!� ��� � #� ��� ,�����,� ! * � #�� �! � . 1��! ����� ��� �! �����, � �!�
� ,*+ � ���� � : �� B  � . 1�� ���� �, �� ,�� / ���� � : � . 3�!+� � �� �!�
� �� 4�� ����� /, ���� %
.
#( ���� � � � . 3� � � � . � � / � +�! ,�� / ���� � �� �!�
� �� 4 ���! / � � *,� +�!+�*�� ���� � : � #�+�*,� � �, ��� ������,� +����!
�� �,�� �� � �!�  . )�!�,� ��� ��� �� #2 ,�� /�!� ���� � � � �!� � �  . 0���1 1�
,�� / � �� 4/���� � : �% B 
 4/���� � � � � � . A��*� ���� 
 � *,� #� �.
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2.2 ConstructingFunctions

� � ����! +�!,��*+� � !�/ �*!+���! #2 +�� #�!�!� ����� ,������ �*!+���!, �! ,���
/ � 2. 1�� +�� #�!�!� ����� � ���� / �0�� ��,+*,, �! ���, ,�+���! �, +����� +��� �8
,����!. � �0�� ,�� ���� �� �, � � � / ���*� �� �� �� +����� !�/ �*!+���!,. � �0�� ��,�
�! ��� �*+� ��� ��� �*!+���! �, � *,��*� �� �� ��� ��,��� 2�!� � ��,� ��  ��*�, �� �
�*!+���!. H�! 2 ���������!� ,2,���, �!� ��!�*���, ���2 �! ��� ����, �� ���,
,�+���!.

2.2.1 Compositionof Functions

4
�� 
����
� �� �*!+���!, �, � !��*��� ��� +�,, ���� / � ����! *,� /����*� � �!
���!-�!�. ) � � �6�����4 ��� �6���,,��! F� ��%��� � %@((�!  �� �, ��� +��� �,����! ��
��� � / � �*!+���!, F� �� �!� ��� � . 1� �  ��*��� ��� �6���,,��!4 / � 9�,� � ��*���
��� � %@(4/��+ � �, � ! * � #�� #� � / ��! � �!� �. 1��! / � ����2 ��� F� �� �*!+���!
�� ���, ! * � #��4 �#���!�!� ���  ��*� �.

Definition of Composition
1�� 	 
�� 
����
� �� � / � �*!+���!, � �!� � �, ��� �*!+���! ��!���� #2 � � �
�!� ��9!�� #2

%� � � (%� ( : � %� %� (( �

����+� ���� +��� �,����! ��- �, ,�!,� �!�2 ���  ��*�, �� � �! ��� �����! �� �
,*+ � ���� � %� ( �, �! ��� �����! �� � . 3� �� � ; � � � �!� � ; 4 � 5 �!�
� � 4 4 ���! ��� +��� �,����! � � � ��- �, ,�!,�. �! ����� / ���,4 ��� � ��2
� � � �� ����� /, ���� � %� ( � � 4�!� ,�!+� � � 4 �� ����� /, ���� � %� %� (( � 5 . � �
��,� ����� /, ���� � � � ; 	 � � .

) � � �6�����4 / �0�� +�!,���� ��� F� �� �!� ��� � �*!+���!,. 1��,� �*!+���!,
��  � �2� �,

��� � ; & 
 � & �!� F� �� ; & � ( 4

/���� & 
 ��!���, ��� ,�� �� � �,��� � ���� ! * � #��,. 3� ��� �! 2 � �,�� � ����
!* �# � � � 4��� �6���,,��! ��� � %� ( �, � ���� ! * � #�� �!� �� *, F� ��%��� � %� (( �, �!
�! �����. 3� ��� +��� �,����! F� �� � ��� � �, ��9!�� �!�

F� �� � ��� � ; � 
 � ��

>��� �,����! �� �*!+���!, �, �,,� +���� �. �! ����� / ���,4 �� � 4 � 4 �!� � ���
�*!+���!, �� ��� ���� � �2� � ,*+ � ���� %� � � ( � � �!� � � %� � � ( ��- � ,�!,�4
���!

%� � � ( � � : � � %� � � (.
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1��, �, ��,2 �� �,��#��,� #2 !���+�!� ���� ��� � / � �6���,,��!, %%� � � ( � � (%� (
�!� %� � %� � � ((%� ( ��� �5*��;

%%� � � ( � � (%� ( : %� � � (%� %� (( : � %� %� %� ((( �

%� � %� � � ((%� ( : � %%� � � (%� (( : � %� %� %� ((( �

3� / � +�! ���� ���� �� /���� ��� +��� �,����! �� ����� �� ���� �*!+���!, /����*�
��� *,� �� ����! ���,�,.

?*� / � ,��*�� �#,�� � ���� +��� �,����! �, *,*���2 !�� � +��� *���� � ��8
������!. ) � � �6�����4 ,*�� �,� ���� � �!� � ��� ��9!�� #2 � %� ( : � B 
 �!�
� %� ( : � � . 1� ,�� / ���� � � � �: � � � 4/ � �!�2 !��� �� 9!� �!� ! * � #�� � ,*+ �
���� %� � � (%� ( �: %� � � (%� (. � �0�� ��2 � : @�!� �#,�� � ����

%� � � (%@(: � %� %@((: � %@� ( : @� B 
 : � � �

%� � � (%@(: � %� %@((: � %@ B 
( : %@ B 
� : � � �

A �*!+���! ���� ��/ � 2, ���*�!, ��, ���*��! � �, +����� �! �������� �*!+���!. ) � �
� ,�� � / � ,�������, /���� ��� � 	 � � ��!��� ��� ���! ��� 2 �*!+���! ��9!�� #2
�� � %� ( : � ��� ��� � � � . � � � ; � � � 4 ���! / � ��/ � 2, � �  � ��� ����� /�!�
�5*����!.

� � �� � : � : � � 	 � � .

TheSequence,Distribute,andPairsFunctions

� �0�� ��,+��# � ���� ����� �*!+���!, ���� ��� 5*��� *,��*� �, #�,�+ �� ��, �� +�!,��*+�
���� +�����+���� �*!+���!, ���� �!  �� � ��,�,.

1�� �� %���	 � �*!+���! �,�5	 ��, �2� � � � ��,�,%
 ( �!� �, ��9!�� �, ����� /,
��� �! 2 !��*��� ! * � #�� � ;

,�5%� ( : � �4 
4 � � � 4� � .

) � � �6�����4 ,�5%�( : � � � �!� ,�5%&(: � �4 
4 �4 �4 &� .
1�� ����
� ��� �*!+���! ���,�	 ��, �2� � � � ��,�,%� ( � ��,�,%� � � (. �� ��- �,

�! �����! � � ���� � �!� � ��,� � ���� ��,�,%� ( �!� ���*�!, ��� ��,� �� ����, ����
*� #2 �����!� � /��� ��+ � �����! � � � � . ) �� �6�����4

��,�%� 4� 
 4� 4� � ( : �%� 4
 (4%� 4� (4%� 4� (� .

1�� � ��
� �*!+���! ��- �, � / � ��,�, �� �5*�� ��!��� �!� ���*�!, ��� ��,� �� ����,
�� +����,� �!��!� �����! �,. ) � � �6�����4

����,% � � 4 4	 � 4� � 4� 4� � ( : �%� 4� (4% 4� (4%	 4� (� .

3�!+� ��� �����! �� ����, �, � ���� �� ,*#,�� �� ��,�,%� ( � ��,�,%� (4�� �, � �������
�*!+���! �� �2� � ��,�,%� ( � ��,�,%� ( � ��,�,%� � � (.
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ComposingFunctionswith Different Arities

>��� �,����! +�! ��,� � ++*� #� � / ��! �*!+���!, /��� ��I���! � ������,. ) � � �6��8
���4 ,*�� �,� / � ��9!� ��� ����� /�!� �*!+���!.

� %� 4� ( : ��,�%� 4,�5%� ((.

�! ���, +�,� ��,� ��, � / � ���*��! �, �!� ,�5 ��, �!� ���*��! �. ) � � �6�����4
/ �0�� � ��*��� ��� �6���,,��! � %@4�(.

� %@� �( : ��,�%@� ,�5%�((

: ��,�%@� � � � 
 � � � � � (

: �%@� �( � %@� 
( � %@� �( � %@� �( �

�! ��� !�6� �6����� / �0�� ,�� / ���� ��� ��9!����! � %� 4� ( : ��,�%� 4,�5%� (( �, �
,� �+��� +�,� �� ��� ����� /�!� ���� ��!���� ���� �� 	 
�� 
����
� 4/���� 6 +�! #�
�����+�� #2 �! 2 ! *� #� � � � ���*��! �,.

� %6 ( : � %� � %6 (4� � � 4� � %6 ((.

example 2.6 Distribute a Sequence

� �0�� ,�� / ���� ��� ��9!����! � %� 4� ( : ��,�%� 4,�5%� (( 9�, ��� ��!���� ���� ��
+��� �,����!. 1� ��- � �� 9� ��� ����4 / �0�� ��9!� ��� �*!+���!, �!�% � 4 � ( : �
�!� � / �%� 4� ( : � . 1��! / � ��  � ��� ����� /�!� �����,�! �����! �� � .

� %�� � ( : ��,�%�� ,�5%� ((

: ��,�%�!�% �� � (� ,�5%�/ � %�� � (((

: ��,�%�!�% �� � (� %,�5� � / �(%�� � ((( �

1�� ��,� �6���,,��! ��, ��� ��!���� ���� �� +��� �,����!

� %6 ( : � %� � %6 (4� � %6 ((4

/���� 6 : %� 4� (4 � : ��,�4 � � : �!�4 �!� � � : ,�5 � �/� .
end example

example 2.7 TheMax Function

3*�� �,� / � ��9!� ��� �*!+���! ���64	 �� ���*�! ��� ��6�� *� �� � / � ! * � #��,
�, ����� /,.

��6% � 4� ( : � � � � � ���! � ��,� � .

1��! / � +�! *,� ��6 �� ��9!� ��� �*!+���! ���6�4	 /��+ � ���*�!, ��� ��6�� *�
�� ����� ! * � #��,4 #2 ��� ����� /�!� +��� �,����!.

��6�% � 4� 47( : ��6%��6% �8 � (47(.

end example
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� � +�! ����! +�!,��*+� � �*!+���! #2 9�,� /����!� �� /! �! �!������ ��9!����!
�!� ���! ��� +����!� #2 ,����, �� ���!,���� ��� ��9!����! �! �� � ������ �!� ����
,*��, �*� !���,. ) � � �6�����4 / � ���� � ,���� /��� �! �!������ ��9!����! �� ,���
�*!+���! � ,*+ � � ,

� %� ( : �6���,,��! �!  �� �!� � .

�� / / � ��2 �� ���!,���� ��� ���� � ,��� �� ��� �5*���� 2 �! � � � ! �6���,,��! ����
��, ��� ������ �� �������� 2 ���� / � !���. ) � � �6�����4 / � ���� � ��2 �� ���+ � �
+��� �,����! �� -!� /! �*!+���!, �, ����� /,;

� %� ( : �6���,,��! �!  �� �!� �

: �!����� �6���,,��! �!  �� �!� �

: � � �

: � %� %� (( �

) ��� � ���������!� � ��! � � �  ��/4 �*� ���� / �*�� #� �� 9!� �! �6���,,��! ����
�!  �� �, -!� /! �*!+���!, ���� ������2 �6�,� �! ��� ���������!� ��!�*��� #��!�
*,��. "��0, �� ,��� �6�����, �� ����!,����� �� / +��� �,����! +�! #� *,��*� �!
,�� �!� ���#���,.

example 2.8 Minimum Depth of a Binary Tree

3*�� �,� / � / � ! � �� 9!� ��� ��!�� *� ����� �� � #�!��2 ���� �! ����, �� ���
! * � #��, �� !� ��,. )��*�� �.D ��,�, � ��/ ,����� +�,�, �! /��+ � ��� ����, ��� �,
+����+� �, � �,,�#��4 /��+ � ���!, ���� ���2 ��  � ��� ���,� ����� ��� ��� ! * � #��
�� !� ��,. "�� � ��!��� ��� ! * � #�� �� !� ��,. ����+� ���� /��! & � � � D4���
����� �, �. 3�������2 4��� ����� �, � /��!� �� D� � � 
�.

A� ��� ,��� ���� / � -!� / ���� ��� � %&(: � 4��� � %D(: � 4�!� ��� & � � � D
/� � �  � � � ��� � %� ( � �. 3� ��� � %� ( ����,� / ��-, �, ��� ����� �*!+���!.
1�� ���#��� �, ���� ��� ����� � *,� #� �6�+��2 � /��!� �� & � � � D. >�!
/ � ��- � ���, ���� �!C 3*���7*,� ����2 ��� F� �� �*!+���! �� ��� � %� ( � � � � �
F� ��%��� � %� (( : � � � & � � � D. 1��, ���� �6��!�, �� ��� ����� �! ��� ��, ����
��- � * � � . ) �� �6�����4 �� D� � � 
�4 ���! F� ��%��� � %� (( : � .

3� �� ��- �, ,�!,� �� ��9!� �*� ��!�� *� ����� �*!+���! �, ��� +��� �,����!
�� ��� F� �� �*!+���! �!� ��� ��� � �*!+���!;

��!M����% � ( : F� ��%��� � %� ((.

end example

example 2.9 A List of Pairs

3*�� �,� / � / � ! � �� +�!,��*+� � ��9!����! ��� ��� ����� /�!� �*!+���! �! ����, ��
-!� /! �*!+���!,.

� %� ( : �%�4�(4 %
4
(4 � � � 4 %� 4� (� ��� �! 2 � � � .
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Binary tree Nodes Depth

1

2

3

4

7

15

0

1

1

2

2

3

������ �	� >����+� #�!��2 ����,.

3�����!� /��� ���, �!������ ��9!����!4 / �0�� ���!,���� �� �! �� � +��� �,����!
�� -!� /! �*!+���!,.

� %� ( : �%�� �( � %
� 
( � � � � � %�� � (�

: ����,% � � � 
 � � � � � � � � � � � 
 � � � � � � � (

: ����,%,�5%� (� ,�5%� (( �

>�! 2� * 9�*�� �*� ��� �2� � �� � C
end example

example 2.10 Another List of Pairs

3*�� �,� / � / � ! � �� +�!,��*+� � ��9!����! ��� ��� ����� /�!� �*!+���! �! ����, ��
-!� /! �*!+���!,.

� %) ( : �%)4�(4 %)4
(4 � � � 4 %)4) (� ��� �! 2 ) � � .
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3�����!� /��� ���, �!������ ��9!����!4 / �0�� ���!,���� �� �! �� � +��� �,����! ��
-!� /! �*!+���!,.

� %� ( : �%�� �( � %�� 
( � � � � � %�� � (�

: ��,�%�� � � � 
 � � � � � � � (

: ��,�%�� ,�5%� (( �

>�! 2� * 9�*�� �*� ��� �2� � �� � C
end example

2.2.2 TheMap Function

� � ,�������, !��� �� +���*�� � ��,� ��  ��*�, �� � �*!+���!. A *,��*� �� �� ��
�++�����,� ���, �, ��� ��� �*!+���!. �� ��- �, � �*!+���! � ; � � � �!� � ��,�
�� �����! �, ���� � �!� �� ���*�!, ��� ��,� �� �����! �, ���� � +�!,��*+��� #2
����2�!� � �� ��+ � �����! � � � ��� �� �! ��,� ���� � . ���� �, ��� ��9!����!.

Definition of the Map Function
"�� � #� � �*!+���! /��� �����! � �!� ��� � � � 4� � � 4� � � #� � ��,� �� �����! �,
���� � . 1��!

���% � 4� � � 4� � � 4� � � ( : � � %� � (4 � � � 4� %� � (� .

3� ��� �2� � �� ��� ��� �*!+���! +�! #� /�����! �,

���; %� � � ( � ��,�,%� ( � ��,�,%� (.

���� ��� ,��� �6����� +��+*�����!,.

���%F� � � � �
 
 � @� 
 � �@� � �@� 
 �@� � �@� (

: � F� ��%
 
 �@(� F� ��%
 � �@(� F� ��%� �@(� F� ��%
 �@(� F� ��%� �@(�

: �
 � � 
 
 � � � 
 � � � �

���%F��� � ��� � � � � � � � &� @� (

: � F� ��%��� � %�((� F� ��%��� � %�((� F� ��%��� � %&((� F� ��%��� � %@((�

: � 
 � 
 � � � � � �

���B ��%
� �( � %�� &(� %@� �( � %�� D(� %
� 
�( �

: �B%
� �( � B%�� &(� B%@� �( � B%�� D(� B%
� 
�( � �

: � � � � � 

 � 
@� 

 � �

1�� ��� �*!+���! �, �! �6����� �� � �����
#

 ��
 �*!+���!4 /��+ � �, � ! 2
�*!+���! ���� ������ ��, � �*!+���! �, �! ���*��! � ��, � �*!+���! �, �  ��*�.
1��, �, �! ��� ����! � ���� ��� 2 ���� ��,� �� � � ���������!� ��!�*���, � �,,�,,.
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1�� +��� �,����! �!� �*���!� �� ������!, ��� �6�����, �� �*!+���!, ���� ��- �
����� �*!+���!, �, ���*��! �, �!� ���*�! �*!+���!, �, ��,*��,.

example 2.11 A List of Squares

3*�� �,� / � / � ! � �� +���*�� ,�5*�!+�, �� ,5*���, �� !��*��� ! * � #��,4 ,*+ � � ,
�4 
4 &4
4 
�. �! ����� / ���,4 / � / � ! � �� +���*�� � ; � � ��,�,%� ( ��9!�� #2
� %� ( : � �4 
4 &4� � � 4� � � . � �0�� ���,�! � � / � ,��*���!,. ) � � ��� 9�,� ,��*���! / �0��
��9!� � %� ( : � � � �!� ���! +�!,��*+� � ��9!����! ��� � �! ����, �� ���4 � 4�!�
,�5 �, ����� /,.

� %� ( : � � � 
 � &� � � � � � � �

: �%�(� � %
(� � %�(� � � � � � %� (�

: ���% �� � � � 
 � &� � � � � � � (

: ���% �� ,�5%� (( �

) � � ��� ,�+�!� ,��*���! / �0�� +�!,��*+� � ��9!����! ��� � /����*� *,�!� ��� �*!+8
���! � ���� / � ��9!�� ��� ��� 9�,� ,��*���!.

� %� ( : � � � 
 � &� � � � � � � �

: � � � � � 
 � 
 � � � � � � � � � � � �

: ���%P � �%�� �( � %
� 
( � � � �( � � � � � %�� � (� (

: ���% � � ����,% � � � 
 � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � � � � � � ((

: ���% � � ����,%,�5%� (� ,�5%� ((( �

end example

example 2.12 Graphing with Map

3*�� �,� / � ��  � � �*!+���! � ��9!�� �! ��� +��,�� �! ��� �� Q�� � R�!� / � ��  � �
��,� �� ! * � #��, � � � 4� � � 4� � � ���� ���� � ���*��� ��������! �� Q� 4 R. � � /� !� � �
9!� ��� ����� /�!� ,�5*�!+� �� � B 
 � ��! �,;

�%� � 4� %� � ((4 � � � 4 %� � 4� %� � (( � .

1�� ��������! �, ��9!�� #2 � 
 : � B �) ��� � � ) � � 4 /���� � : % ' � (� � .
3� ��� ,�5*�!+� �, � �*!+���! �� � 4� 4�!� � . � � / � +�! ,����� / +����� ��� � / �
��,�, � � � 4� � � 4 � � � �!� � � %� � (4 � � � 4 � %� � (� 4 ���! ��� ��,���� ,�5*�!+� �� � ��! �,
+�! #� �#���!�� #2 ����2�!� ��� ����, �*!+���! �� ���,� � / � ,�5*�!+�,.

"�� ���- �3�5	 #� ��� �*!+���! ���� ���*�!, ��� ��,� � � � 4 � � � 4 � � � . � �0��
,���� #2 ��2�!� �� ��9!� ��- �3�5 �! ����, �� �*!+���!, ���� ��� ������2 �� ��!�.
)��,� / � /���� �� /! ��� ��,����  ��*� �� ��� �6���,,��!4 ��- �3�5%� 4� 4 � ( �!�
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���! ��2 �� ����*���2 ���!,���� ���  ��*� �! �� �! �6���,,��! �!  �� �!� -!� /!
�*!+���!, �!� ��� ���*��! �, � 4� 4�!� � .

��- �3�5%�� �� � (

: � � � � � � � � � � � � � �

: � �� � B �� � B � �� � � � � � B �� �

: ���%B � �%�� �( � %�� � (� %�� � � (� � � � � %�� �� (� (

: ���%B � ��,�%�� � � � � � � �� � � � � �� � ((

: ���%B � ��,�%�� ���% � � �%�� �( � %�� 
( � %�� �( � � � � � %�� � (� (((

: ���%B � ��,�%�� ���% � � ��,�%�� � � � 
 � � � � � � � � � ((((

: ���%B � ��,�%�� ���% � � ��,�%�� ,�5%� (((((

1�� ��,� �6���,,��! +�! ���!, �!�2 -!� /! �*!+���!, �!� ��� ���*��! �, � 4� 4�!�
� . 3� / � � �  � � ��9!����! ��� ��- �3�5. �� / ��0, �! ��,2 ������ �� #*��� ���
,�+�!� ��,�. S*,� !���+� ����

� � %� � (� � � � � � %� � (� : ���% �� � � � � � � � � � � � � � � (

: ���% �� ��- �3�5%�� �� � (( �

�� / ��� ���- ������	 #� ��� !��� �� ��� �*!+���! ���� ���*�!, ��� ��,����
,�5*�!+� �� � ��! �,. 1��! ��- ������ +�! #� /�����! �, ����� /,;

��- ������% � � �� �� � ( : �%� � � � %� � (( � � � � � %� � � � %� � (( �

: ����,%��- �3�5%�� �� � (� ���% �� ��- �3�5%�� �� � ((( �

1��, �� �, *, � ��9!����! �� ��- ������ �! ����, �� -!� /! �*!+���!, �!� ���
 ����#��, � 4� 4� 4�!� � .

end example

) ��� ��� ���������!� � ��! � � �  ��/ ����� ��� ��! 2 ����� �! ����,��!� / � 2,
�� +�� #�!� �*!+���!,. ?*� ���2 /��� ��- � * , � � � ��� �9���. 1�� ������2 �*�� �,�
!� / �, � � ��� � ���� ��� /��� � �*!+���! �, �!� �� ���,� ��� ���� �� #*����!� �
�*!+���! ���� ����� �*!+���!, #2 +��� �,����!.

Exercises

%
�� 
�	�& � ����	
��

�� � ��*��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �6���,,��!,.

�� F� ��%��� � 
�(.
#. +����!�%��� � �@(.
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�� �+�%
& �� � � 4
 D� � � �(.
�. �+�%
�4 
D( �� � @.
�� ��,�%&4,�5%�((.
�. ����,%,�5%�(4 ,�5%�((.
&� ��,�%B4 ����,%,�5%�(4 ,�5%�(((.

�� �! ��+ � +�,� 9!� ��� +��� �,����!, � � � �!� � � � 4 �!� 9!� �! �! ����� �
,*+ � ���� � %� %� (( �: � %� %� ((.

�� � %� ( : +����!�% � ��( �!� � %� ( : � � .
#. � %� ( : F � � � %� ��( �!� � %� ( : � � B 
 .
�� � %� ( : �+�%� 4
�( �!� � %� ( : � �� � @.

�� "�� � %� ( : 6 � �!� � %� 4� ( : � B � . )�!� +��� �,����!, ���� *,� ��� �*!+���!,
� �!� � ��� ��+ � � � ��� ����� /�!� �6���,,��!,.

�� %� B � ( � . #. � � B � � . �� %� B � B 7( � . � . � � B � � B 7� .

�� M�,+��# � ��� ,�� �� !��*��� ! * � #��, � ,���,�2�!� ��+ � �5*����!.

�� F� ��%��� � %� (( : � .
#. +����!�%��� � %� (( : � .

�� )�!� � ��9!����! ��� ��� �*!+���! ��6& ���� +��+*����, ��� ��6�� *�  ��*�
�� ��*� ! * � #��,. K,� �!�2 +��� �,����! �!� ��� �*!+���! ��6 ���� ���*�!,
��� ��6�� *�  ��*� �� � / � ! * � #��,.

�� )�!� � ���� *�� ��� ��� ! * � #�� �� #�!��2 �����, �! ��� #�!��2 �����,�! �����!
�� � !�!$��� !��*��� ! * � #�� � . 0���1 ����+�4 ��� �6�����4 ���� ��� ! * � #��,
���� & ����*�� � ��5*��� ����� #�!��2 �����,4 /���� ��� ! * � #��, D ����*��

@��5*��� 9 � #�!��2 �����,4 �!� ,� �!.

%
�� 
�	�& �	�� ��� (�� � ����	
�

 � � ��*��� ��+ � �6���,,��!;

�� ���%F� �� � ��� � 4� 
4 �4 �4 � � � 4 
� � (.
#. ���%+����!� � ��� � 4� 
4 �4 �4 � � � 4 
� � (.

!� 3*�� �,� ���� � ; � � ��,�,%� ( �, ��9!�� #2 � %� ( : � �4 �4 &4�4 � � � 4 �� � .
) � � �6�����4 � %@(: � �4 �4 &4�4 D4
� � . � ! ��+ � +�,� 9!� � ��9!����! ��� �
�, � +��� �,����! �� ��� ��,��� �*!+���!,.

�� ���4 B4 ����,4 ,�5.
#. ���4 � 4��,�4 ,�5.

"� ) � � ��+ � � � ��� ����� /�!� �*!+���!,4 +�!,��*+� � ��9!����! �� ��� �*!+���!
�, � +��� �,����! �� -!� /! �*!+���!,. A,,*�� ���� ��� �� ���  ����#��, ���
!��*��� ! * � #��,.
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�� � %� 4) ( : � � 4� B 
 4� B � 4� � � 4� B - � .
#. � %� 4) ( : � �4 )4 �)4 �)4� � � 4�) � .
�� � %� 4� ( : � � 4� B 
 4� B � 4� � � 4� ' 
 4� � 4 /���� � � � .
�. � %� ( : � � 4� ' 
 4� ' � 4� � � 4 
4 �� .
�� � %� ( : �%�4� (4%
4� ' 
(4 � � � 4 %� ' 
 4
(4 %� 4 �(� .
�. � %� ( : � 
4 �4 @4� � � 4 �� B 
 � .
&� � %� 4� ( : �%�4� %�((4%
4� %
((4� � � 4 %� 4� %� (( � .
�. � %� 4� � � 4� � 4� � � 4� � � ( : �%� � 4� %� � ((4 %� � 4� %� � ((4 � � � 4 %� � 4� %� � (( � .
	� � %� 4� 4� � � 4� � � 4� � � ( : �%� %� � (4 � %� � ((4 � � � 4 %� %� � (4 � %� � (( � .

�'� � � ��9!�� ,�5%� ( : � �4 
4 �4 �4 � � � 4� � . 3*�� �,� / � / � ! � ��� ,�5*�!+� ��
,���� /��� ��� ! * � #�� �!�. �! ����� / ���,4 / � / � ! � �� ��9!� � �*!+���!
� %� ( : � 
4 �4 �4 � � � 4 � � . )�!� � ��9!����! ��� � �, � +��� �,����! �� ���
�*!+���!, ���4 B4 ��,�4 �!� ,�5.

#$
 
��

��� G��  � ��+ � � � ��� ����� /�!� ,������! �,.

�� F� ��%+����!�%� (( : +����!�% � (.
#. +����!�%F� ��%� (( : F� ��%� (.
�� F� ��%��� � %� (( : F� ��%��� � %F���%� ((( ��� � 	 
.

2.3 PropertiesOf Functions

) *!+���!, ���� ,���,�2 �!� �� #��� �� � / � , � �+��� ���� �����, +�! #�  ��2 *,��*�
�! ,�� �!� �  ����� 2 � � +���*�����!�� ���#���,. <!� ���� ��� 2 �, ���� ��,��!+�
�����! �, ��� �� ��,��!+� �����! �,. 1�� ����� ���� ��� 2 �, ���� ��� ��!�� �, �5*��
�� ��� +� �����!. � �0�� ��,+*,, ���,� ���� �����, �! ���� ������ �!� �� � ,���
�6�����, /���� ���2 ��� *,��*�.

InjectiveFunctions

A �*!+���! � ; � � � �, +����� ��9� 	���� %��,� 
��#�
#
�� 4 �� � ! �� � ����� ( � � � �
���, ��,��!+� �����! �, �� � �� ��,��!+� �����! �, �� � . A!����� / � 2 � � , � 2 ���,
�, ���� � �, �!7�+�� � �� � �: � ������, � %� ( �: � %� (. T� � �!����� / � 2 � � , � 2 ���,
�, ���� � �, �!7�+�� � �� � %� ( : � %� ( ������, � : � . A! �!7�+�� � �*!+���! �, +�����
�! ��9� 	��
� .

) � � �6�����4 )��*�� �.
 ���*,�����, �! �!7�+���! ���� � ,�� � �� � � .

SurjectiveFunctions

A �*!+���! � ; � � � �, +����� ��
9� 	���� %��,� 
��
 ( �� ��� ��!�� �� � �, ���
+� �����! � . A!����� / � 2 � � , � 2 ���, �, ���� � �, ,*�7�+�� � �� ��+ � �����! �
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A B

������ �	� A! �!7�+���!.

A

B

������ �	
� A ,*�7�+���!.

 � � +�! #� /�����! �,  : � %� ( ��� ,��� �����! � � � � . A ,*�7�+�� � �*!+���!
�, +����� � ��
9� 	��
� .

) � � �6�����4 )��*�� �.
� ��+�*��, � ,*�7�+���! ���� � �� � .

example 2.13 Injective or Surjective

� �0�� �� � � ��/ �6�����, �� �*!+���!, ���� ��  � �!� �� ��� ����� �� ��� �!7�+�� �
�!� ,*�7�+�� � ���� �����,.

�� 1�� �*!+���! � ; & � ( ��9!�� #2 � %� ( : 
 � B 
 � �, ,*�7�+�� � #�+�*,� ���
�! 2 � � ( ����� �, � ! *� #� � �! &4!����2 � ' 
 4 ,*+ � ���� � %� ' 
 ( : � .
?*� � �, !�� �!7�+�� � #�+�*,�4 ��� �6�����4 � %�.@(: � %�(.

�� 1�� �*!+���! � ; � � � � � ��9!�� #2 � %� ( : � � �� � D �, !�� �!7�+�� �
#�+�*,�4 ��� �6�����4 � %�( : � %&(.� �, !�� ,*�7�+�� � #�+�*,� ��� ��!�� ��
� �, �!�2 ��� ,�� � �4 �4 &4� � .

�� "�� � ; � � � � � #� ��9!�� #2 � %� ( : %� 4� (. 1��! � �, �!7�+�� � #�+�*,�
�� � 4 � � � �!� � �: � 4 ���! � %� ( : %� 4 � ( �: %� 4 � ( : � %� (. ?*� � �, !��
,*�7�+�� � #�+�*,�4 ��� �6�����4 !����!� ���, �� %�4
(.

�� 1�� �*!+���! � ; � � � � � ��9!�� #2 � %� 4 � ( : � � B � �, ,*�7�+�� �.
1� ,�� ���,4 !���+� ���� �! 2 7 � � �, ������ � �! �� � ��. �� 7 �, � �!4 ���!
7 : � ) ��� ,��� ) � � 4 ,� � %)4 �( : 7. � � 7 �, � ��4 ���! 7 : � ) B 
 ��� ,���
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A B

������ �	

 A #�7�+���!.

) � � 4 ,� � %)4 
( : 7. 1 � * , � �, ,*�7�+�� �. ?*� � �, !�� �!7�+�� � #�+�*,�4
��� �6�����4 � %�4�( : � %
4�(.

end example

Bijections

A �*!+���! �, +�����  �9� 	���� �� �� �, #��� �!7�+�� � �!� ,*�7�+�� �. A!����� ����
��� #�7�+�� � �, ��!�8��8�!� �!� �! ��.	 A #�7�+�� � �*!+���! �, +����� �  �9� 	��
�
�� � ��!�8��8�!� +����,� �!��!+�.	

) � � �6�����4 )��*�� �.

 ��+�*��, � #�7�+���! ���� � �� � .

example 2.14 A Bijection

"�� %�4
( : � � � & � � � � � 
 � �!� ��� & 
 ��!��� ��� ,�� �� � �,��� � ����
! * � #��,. � �0�� ,�� / ���� ��� �*!+���! � ; %�4
( � & 
 ��9!�� #2

� %� ( :
�


 
 �

�, � #�7�+���!. 1� ,�� / ���� � �, �! �!7�+���!4 ��� � %� ( : � %� (. 1��!
�


 
 �
:

�

 
 �

�

/��+ � +�! #� +��,, � *�������� �� ��� � ' �� : � ' �� . 3*#���+� ' �� ���� #���
,���, �� ��� � : � . 1 � * , � �, �!7�+�� �. 1� ,�� / ���� � �, ,*�7�+�� �4 ��� � � �
�!� ��2 �� 9!� � � %�4
( ,*+ � ���� � %� ( : � . � �0�� ,�� � ��� �5*����!

�

 
 �

: ��

>��,, � *�����2 �!� ,�� � ��� � �� �#���!

� :
�

� B 

�

�� ����� /, ���� � %� �%� B
(( : � 4�!� ,�!+� � � �4 �� ����� /, ���� � � � �%� B
( � 
.
1� *, � �, ,*�7�+�� �. 1��������4 � �, � #�7�+���!.

end example
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InverseFunctions

?�7�+���!, ��/ � 2, +��� �! ����,. �� � ; � � � �, � #�7�+���!4 ���! ����� �, �
�*!+���! � ; � � � 4+����� ��� ����
�� �� � 4��9!�� #2 � % ( : � �� � %� ( :  . < �
+�*�,�4 ��� �!  ��,� �� � �, ��,� � #�7�+���! �!� / � ��  � � %� %� (( : � ��� ��� � � �
�!� � %� % (( :  ��� ���  � � . � ! ����� / ���,4 � � � : � � � �!� � � � : � � 	 .

� � ,��*�� !��� ���� ����� �, �6�+��2 �!� �!  ��,� �� �! 2 #�7�+���! � . ) � �
,*�� �,� ���� � �!� � ��� � / � �!  ��,�, �� � . 1��! ��� �! 2 � � � / � ��  �

� %� ( : � %��� %� ((
: � %� %� %� ((( %,�!+� � � � : � � � (
: � � � %� %� (( %,�!+� � � � : � � � (
: � %� (�

1��, ����, *, ���� � : � . 1�� �!  ��,� �� � �, ����! ��!���� #2 ��� ,2� #� � � � � . 3�
�� � �, � #�7�+���! �!� � %� ( :  4���! � � � % ( : � . ����+� ��� +��,� �������!,���
#� � / ��! ��� �5*����! � � � % ( : � �!� ��� ���8����� �5*����! � � � %�  � ( : � � � .

example 2.15 Inverses

� �0�� �� �- �� � / � #�7�+�� � �*!+���!, �������� /��� ����� �!  ��,�,.

�� "�� -�� �!� *��� #� ��� ,��, �� � � � �!� � �! !��*��� ! * � #��,4 ��,� �+�� ��2 .
1�� �*!+���! � ; -�� � *��� ��9!�� #2 � %� ( : � ' 
 �, � #�7�+���!. >��+ -
�� �*�. 1�� �!  ��,� �� � +�! #� ��9!�� #2 � � � %� ( : � B 
 . ����+� ����
� � � %� %� (( : � � � %� ' 
 ( : %� ' 
 ( B 
 : � .

�� 1�� �*!+���! � ; 
 � � 
 � ��9!�� #2 � %� ( : � � �� � @�, #�7�+�� � #�+�*,�4
� %�( : � 4 � %
( : � 4 � %�( : &4 � %�( : 
 4 �!� � %&(: � . 1�� �!  ��,� �� �
+�! #� ��9!�� #2 � � � %� ( : � � �� � @. ) �� �6�����4 � � � %� %&((: � � %&(
� � � @ : 
 � � � @ : &. >��+ - ��� �����  ��*�, �� �.

end example

1�� ��+� ���� ��� �*!+���! � ; 
 � � 
 � ��9!�� #2 � %� ( : � � �� � @%�! ���
���+���!� �6�����( �, � #�7�+���! �, �! �!,��!+� �� �! �! ����,��!� �!� *,��*� ��+�
�# �*� ��� �� � �*!+���! �!� �!  ��,�,. ���� �, ��� ��,*��.

TheMod Function and Inverses(2.6)
"�� � � 
 �!� ��� � ; 
 � � 
 � #� ��9!�� �, ����� /,4 /���� � �!�  ���
�! �����,.

� %� ( : %�� B  ( � � � � .

Continued
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1��! � �, � #�7�+���! �� �!� �!�2 �� �+�%� 4� ( : 
 . ���! ���, �, ��� +�,�4 ���
�!  ��,� �*!+���! � � � �, ��9!�� #2

� � � %� ( : %)� B 	 ( � � � � 4

/���� 	 �, �! �! ����� ,*+ � ���� � %	 ( : �4 �!� ) �, �! �! ����� ,*+ � ����

 : �) B �� ��� ,��� �! ����� � .

G�� ��; � �0�� ���  � ��� �I ���� �� ��� ,������! � �!� ���  � ��� ���� �� ��� �!  ��,�
�, �! �6��+�,�.

3� �,,*�� ���� � �, � #�7�+���! �!� ,�� / ���� �+�%� 4 � ( : 
 . 1��! � �,
,*�7�+�� �4 ,� ����� ��� ! * � #��, � 4 	 � 
 � ,*+ � ���� � %� ( : 
 �!� � %	 ( : � .
K,�!� ��� ��9!����! �� � 4���,� �5*����!, #�+���

%�� B  ( � � � � : 
 �!� %�	 B  ( � � � � : � .

1��������4 ����� ��� �! ����, %� �!� %� ,*+ � ���� ��� � / � �5*����!, #�+���

�� B  B �%� : 
 �!� �	 B  B �%� : � .

3�� � ��� ,�+�!� �5*����! ���  �� ���  : ' �	 ' �%� 4�!� ,*#,���*�� ���  �!
��� 9�,� �5*����! �� ���


 : � %� ' 	 ( B � %%� ' �%� (.

3�!+� �+�%� 4 � ( �� ���, #��� � �!� � 4 �� �� ���, ��� ���� � ,��� �� ��� �5*����!
%
.
#( �!� ��������� � *,� ��,� �� ��� 
. 1��������4 �+�%� 4� ( : 
 .

�� / �,,*�� ���� �+�%� 4� ( : 
 �!� ,�� / ���� � �, � #�7�+���!. 3�!+� 
 � �,
9!���4 / � !��� �!�2 ,�� / ���� � �, �! �!7�+���! �� +�!+�*�� ���� �� �, � #�7�+���!.
3� ��� � 4� � 
 � �!� ��� � %� ( : � %� (. 1��!

%�� B  ( � � � � : %�� B  ( � � � � 4

/��+ � #2 %�.&�( ������, ���� � �� ���, %�� B  ( ' %�� B  (. 1��������4 � �� ���,
� %� ' � (4�!� ,�!+� �+�%� 4� ( : 
 4/ � +�!+�*�� ���� %�.��( ���� � �� ���, � ' � .
?*� ��� �!�2 / � 2 ��� � �� �� ��� � ' � �, ��� � ' � : � #�+�*,� #��� � 4� � 
 � .
1� *, � : � �!� �� ����� /, ���� � �, �!7�+�� �4 ��!+� ��,� ,*�7�+�� �4 �!� ���������
#�7�+�� �. L�M.

Relationships

A! �! ����,��!� ���� ��� 2 ���� ������, �!7�+���!, �!� ,*�7�+���!, �, ���� �� ����� �,
�! �!7�+���! ���� � �� � 4���! ����� �, � ,*�7�+���! ���� � �� � 4�!� +�!  ��,��2 .
A ��,, ,*����,�!� ��+� �, ���� �� ��� +��� �,����! � � � ��- �, ,�!,� �!� �� #���
� �!� � ��  � �!� �� ��� ���� �����, �!7�+�� �4 ,*�7�+�� �4 �� #�7�+�� �4 ���! � � �
��,� ��, ��� ���� ��� 2. � �0�� ��,� ���,� ��+�, ��� ��� ��+���.
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Injective and Surjective Relationships (2.7)

�	 �� 	 ��	 � ��� �� ����� �� ���� � � 	 �� �� ����� �



	 �� 	 ��	 � ��� ��� ����� �� ���� � � 	 �� ��� ����� �


�	 �� 	 ��	 � ��� �� ����� �� ���� � � 	 �� �� ����� �


�	 !���� �� �� �� ����
� ��
� � �
 � �� ��	 
��� �� ����� �� � ��� ����
� ��
� � �

� 


G�� ��; � �0�� ���  � %�.�+( �!� ���  � ��� �����, �, �6��+�,�,. 3*�� �,� ���� � �,
�! �!7�+���! ���� � �� � . � �0�� ��9!� � �*!+���! � ���� � �� � . 3�!+� � �, �!
�!7�+���!4 �� ����� /, ���� ��� ��+ �  � ��!��% � ( ����� �, �6�+��2 �!� � � � ,*+ �
����  : � %� (. �! ���, +�,�4 / � ��9!� � % ( : � . ) �� ��+ �  � � ' ��!��% � (
/ � ��  � ��� ������� �� ��� � ���  �� �! 2 �����! � � � � ���� / � ��- �. 3� �
�, � �*!+���! ���� � �� � �!� / � ��9!�� � ,� ���� ��!��% � ( : � . 1 � * , � �,
,*�7�+�� �.

) � � ��� ����� ����+���!4 �,,*�� ���� � �, � ,*�7�+���! ���� � �� � . � �0��
��9!� � �*!+���! � ���� � �� � . 3�!+� � �, � ,*�7�+���!4 �� ����� /, ���� ��� ��+ �
 � � ��� ���8����� � � � %�  � ( �: � . 3� / � +�! ��+ - � ! �����! � � � � � � %�  � (
�!� ��9!� � % ( : � . 1 � * , � �, � �*!+���! ���� � �� � . � � � 4� � � 4���! � %� (
� � � � %� � � ( �!� � %� ( � � � � %� � � (. 1� *, �� � �: � 4 ���! � %� ( �: � %� ( #�+�*,�
� � � %� � � ( � � � � %� � � ( : � . 3� � �, �!7�+�� �. L�M.

ThePigeonholePrinciple

� �0�� ���!� �� ��,+��# � � *,��*� �*�� ���� / � ����! *,� /����*� ���!-�!�. ) � �
�6�����4 ,*�� �,� �
 ���+�, �� ���� ��� ���+�� �! �� ���� #� 6�,. 1��! �!�
����# � 6 ��+�� �, �� ���,� � / � ���+�, �� ����. 1��, �, �! �6����� �� ��� ���� 
��
��
�
��	���� 4/���� / � ���!- �� ��� ���+�, �� ���� �, �����!, �!� ��� ���� #� 6�, �,
�����!����,.

PigeonholePrinciple
�� � �����!, F2 �! �� �� � �����!����, /���� � � � 4���! �!� �����!���� /���
��  � � / � �� ���� �����!,.

� � +�! ��,+��# � ��� �����!���� ���!+���� �! ���� ������ ����, �, ����� /,; �� �
�!� � ��� 9!��� ,��, /��� �� � � �� �4 ���! � ��2 �*!+���! ���� � �� � ���, ��
���,� � / � �����! �, �� � �� � ,�!��� �����! � � � � . 1��, �, ��� ,��� �, ,� 2�!� ����
!� �*!+���! ���� � �� � �, �! �!7�+���!.

1��, ,����� ���� �, *,�� ����! �! ��! 2 � �I���! � ,����!�,. � �0�� #� *,�!� ��
�� ,� ���� ���+�, �! ��� #� �-.
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example 2.16 PigeonholeExamples

���� ��� � ��/ ,����� ,������! �, ���� +�! #� 7*,��9�� #2 ��� �����!����
���!+����.

�� 1�� �� *,�+�� +����,	 ���� �, ��� 2� � /��� � � ����� �!� � ' 
 +����, ��� ����
�� ,�� �! /��! ��� � *,�+ ,���,.

�� �! � ���*� �� ���� � � �����4 � / � / ��� #��! �! ��� ,��� �� 2 � � ��� / ��-.

�� �� � ,�68,���� ��� �, ��,,�� ,� �! ����,4 �!� ,��� /��� +��� *� � /�+�.

�� �� � ����+��� ����� /��� �  ����+�, ��, � ���� �� ��!��� � �� ��!���4 ���! ���
���� � *,� ��,, ����*�� ,���  ����6 �� ���,� � /�+�. 1��, ������, ���� ���
����� +�! ���!, � +2+��.

�� �! �! 2 ,�� �� � B 
 �! �����, ����� ��� � / � ! *� #��, ���� ��  � ��� ,���
�����!��� �! �� �,��! #2 � . 1��, ����� /, #�+�*,� ����� ��� �!�2 � �����!���,
� �,,�#�� �! �� �,��! #2 � .

�� 1�� ��+���� �6��!,��! �� �! 2 �����!�� ! * � #�� +�! ���!, � ��� ����!� ,�5*�!+�
�� �����, %���2 ���� � #� ��� $���,(. ) � � �6�����4 �@
�&
@ : �.��@�@�@� � � 4
��� : �.��� � � � 4 �!� ��@ : �.&��� � � � . 1� ,�� ���,4 ��� � � � #� � �����!��
! * � #��. M� ��� � #2 � *! ��� ��� ��� �����, �� � ��� *,�� *�. 1��, ���, *,
�� ��� ��+���� � ��! �. �� / +�! ��! *� ��� �� �,��! #2 � ��� � B 
 ���� ,���,.
1��, �� �, *, � B 
 �����!���,. 3�!+� ����� ��� �!�2 � �����!���, � �,,�#��
�! �� �,��! #2 � 4��� �����!���� ���!+���� ����, *, ���� �!� �� �����!���, /���
#� ��� �����. 3� ��� ,�5*�!+� �� �����!���, #� � / ��! ��� ��� ����� �����!���,
/��� #� ��� ����� ���� ��. 1��, +�*,�, ��� +����,� �!��!� ,�5*�!+� �� �����, �!
��� ��+���� �6��!,��! �� #� ��� ����� ���� ��.

end example

SimpleCiphers

?�7�+���!, �!� �!  ��,� �*!+���!, ��� 2 � ! ��� ����! � ���� /��! / ��-�!� /��� ,2,8
���, %+����� +�����,( �� �!+����� �!� ��+����� �!��������!. � �0�� �� � � ��/
�6�����, �� ���*,����� ��� +�!!�+���!,. ) � � ��,� �� ��,+*,,��! / �0�� ��!��� ��� ��
������, �� ��� �� / ��+�,� �����# �� #2 ��� ,�� 
 �� : � �4 
4 �4 � � � 4 �@� 4/���� / �
���! ���2 � /��� �4  /��� 
4 �!� ,� �!.

1� ��� ���!�, ,������ / �0�� ��,+��# � � +����� �� ���!,���� � ,���!� �� ��6� #2
���!, �� � ,����� ���!,�����! �� ��� +����+���,. ) � � �6�����4 ��� ��,,��� U�#+0
���!,����� #2 @������, #�+���, U���0. 1�� +����� �, ��,2 �� /���� �!+� / � 9�*��
�*� �� / /��� ���*!� ��� �!� �� ��� �����# ��. ) � � �6�����4 �� ���!,���� ���
������ 7 %�.�.4�@(#2 @������, / � !��� �� +��� *� /��� ��� ������ � %�.�.4&(. A��
/ � !��� �� �� �, ��� ��� � / � ! * � #��, �� � ��;

%� @ B @( � � � � � : & .
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3� / � +�! ��9!� � +����� � �� ���!,���� �! 2 ������ #2 @������, �,

� %� ( : %� B : ( � � � ��.

�, � � #�7�+���!C T�,4 #�+�*,� � ��, �2� � 
 �� � 
 �� . 3� / � � �  � � +�����
��� ���!,�����!� ������,. ) � � �6�����4 ��� ��,,��� U�����0 ���!,����, �� U�755�0.
1� ��+� �� ��� ��,,��� / � !��� �� �� ��,� ��� ��� +�,,4 /��+ � �, ��,2 �! ���, +�,�
#�+�*,� ��� �!  ��,� �� � �, ��,2 �� �*�,,.

� � � %� ( : %� ' @( � � � ��.

) � � �6�����4 �� ,�� ���� � ���, #�+- � � 74/ � +�! �#,�� � ���� & ���, �� �@.

� � � %&(: %& ' @( � � � �� : %'
( �� � � � : �@.

1�� +����� / �0 � #��! ���-�!� �# �*� �, +����� �! �������� +�����. A +�2���!��2,�
/�� �! ���+���, ��� ��,,��� U�755�0+�! ��,��2 +��+ - /������ �� / � , +������ #2
�! ������ � +�����. A! ������ � +����� �, �! �6����� �� � �
�
 ����� ���	 +�����4
/��+ � �, � +����� ���� ��/ � 2, �����+�, �! 2 +����+��� �� ��� �����# �� #2 ��� ,���
+����+��� ���� ��� +����� �����# ��.

A ��������	 ����� +����� �, � ��!������# ���+ +����� ���� ���!,����, ��+ � ������
#2 *,�!� � � *��������. ) � � �6�����4 ,*�� �,� / � ��9!� ��� +�����

� %� ( : � � �� � ��.

) � � �6�����4 ���, +����� ���, � �� � 4	 �� � 4�!� � �� ) . � , � � #�7�+���!C T� *
+�! +�!  �!+� 2�*�,��� ���� �� �, #2 �6�*,�� � +��+ -�!�. ?*� ��0, ��,��� �� *,� %�.�(.
3�!+� �+�%�4 ��( : 
 �� ����� /, ���� � �, � #�7�+���!. ���� �#*� ��+������!�C
A���!4 %�.�( +���, �� ��� ��,+*� �� ���� *, ��� ���� �� � ' � . 3�!+� / � +�! /����
�+�%�4 ��( : 
 : �%
( B ��%'
(4 �!� ,�!+� �%�( : � 4�� ����� /, ���� / � +�! ��9!�
� ' � �,

� � � %� ( : 
 � �� � ��.

1���� ��� ,��� 5*�,���!, �� �,- �# �*� � *������+��� � +�����,. ���+ � - �2, �+�
�, �! ���! ��� 2 %!�� +��!��!� ��� ��,,���(C �, ����� ��/ � 2, �!� ������ ���� !� ��
+��!��, !� ������ /��� ��� - �2C M� ���+���!, / ��- �, - �2,C ���� �# �*� ��8
+� ��!� %�.�.4��+������!�( � ��,,���C M� 2� * !��� � !�/ ��+������!� ���������C

A! �;�� +����� �, � ��!������# ���+ +����� ���� ���!,����, ��+ � ������ #2
*,�!� � / � -�!�, �� ���!,�����!. ) � � �6�����4 / � +�! ,���� /��� � ���� �� - �2,
%< 4� ( �!� ���!,���� � ������ 9�,� ����2�!� ��� ������ � +����� /��� - � 2 � ��
��� �! �! ���������� ������. 1��! ����2 ��� � *������+��� � +����� /��� - � 2 < ��
���� ������ �� �#���! ��� ��,���� ������. ) � � �6�����4 / � ���� � *,� ��� ���� ��
- �2, %@4�( �!� ��9!� � �,

� %� ( : �%%� B @( � � � � � ( � � � � � : % � � B @( � � � � � .
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� � +�! *,� %�.�( �� +�!+�*�� ���� � �, � #�7�+���! #�+�*,� �+�%�4 ��( : 
 . 3� / �
+�! ��,� ��+����� ��,,���, /��� � � � 4/��+ � / � +�! +�!,��*+� *,�!� %�.�( �,

� � � %� ( : %
 � B � ( � � � ��.

3��� +�����, ���  � �!� �� ���� ������, 96��. ) � � �6�����4 �! ������ � +�����
���� ���!,����, #2 � � *������ �� �� /��� ���  � ��� ������, 96��. A � *������+��� �
+����� ��/ � 2, ,�!�, � � � � 4, � �!� ������ �, 96��. ?*� /��� �# �*� �! �V!� +�����
�� ��� ���� � %� ( : %�� B  ( � � � ��C ���! +�! / � #� ,*�� ���� !� ������, ���
96��C �! ����� / ���,4 /��! +�! / � #� ,*�� ���� � %� ( �: � ��� ��� � � � C1��
�!,/ �� �,4 /��! �+�%� ' 
 4��( �� �, !�� �� ���  . ���� �, ��� ��!���� ��,*�� ����
/ �0 � #��! ��,+*,,�!�.

TheMod Function and Fixed Points (2.8)
"�� � � 
 �!� ��� � ; 
 � � 
 � #� ��9!�� �, ����� /,4 /���� � �!�  ���
�! �����,.

� %� ( : %�� B  ( � � � � .

1��! � ��, !� 96�� � ��! �, %�.�.4� +��!��, � ��2 ������ �� �! �����# ��( �� �!�
�!�2 �� �+�%� ' 
 4� ( � � � , !�� �� ���  .

1��, ��,*�� ����� /, ���� �! ��� �!� ��,2 ��,*�� ���� ! * � #�� �����2 4 �!� / �0��
��,+*,, �� �! ��� �6��+�,�,. "��0, ,�� �� / ��� ��,*�� ����, �*� +����� ���#���.

example 2.17 SimpleCiphers

1�� �*!+���! � %� ( : %� � B @( � � � �� �� �, !�� ��  � � ! 2 96�� � ��! �, #�+�*,�
�+�%� ' 
 4��( : �+�%�4 ��( : � 4�!� � � � � , !�� �� ��� @.��0, !�+� �� -!� / ����
/ � ��!0� ��  � � � +��+ - ��� ��  ��*�, �� � .

<! ��� ����� ��!�4 ��� �*!+���! � %� ( : %� � B &( � � � �� ��, 96�� � ��! �,
#�+�*,� �+�%� ' 
 4 ��( : � �!� � �� ���, &. ) � � ���, �6�����4 / � +�! �#,�� �
���� � %

( : 
 
 �!� � %�&(: �&. 3� �! ����, �� �*� �,,� +�����! �� ������, /���
! * � #��, / � / �*�� ��  � � %�( : � �!� � %� ( : � .

end example

����� �� +����� / � *,�4 / � ��/ � 2, � �  � ,��� 5*�,���!,; �, �� � #�7�+���!C
���� �, ��� ��!�� ��  ��*�, ��� ��� - �2,C �, �� ���� �� ��+����� �! �! ���+�����
��,,���C
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HashFunctions

3*�� �,� / � /�,� �� ������ � ,��� �!��������! ,����� �! � ��#�� �� ,�$� � /���
�!��6�, �4 
4 � � � 4� ' 
 . 1�� ����, �! ��� ��#�� +�! #�  ��2 ��!���� ���!�,. ) � �
�6�����4 ��� ����, ���� � #� ,���!�, �� ������,4 �� ���2 ���� � #� ����� ��+���,
/��� ��! 2 9���, �� �!��������!. 1� �� �- *� � ��#�� ���� / � !��� � )�� �� ���
�!��������! / � ��,���.

) � � �6�����4 �� ��� ��#�� +�! ���!, ��+���, �� �!��������! ��� ��� 
� ��! ��,
�� ��� 2���4 ��� - �2, ���� � #� ��� �����8������ �##�� �����!, ��� ��� 
� ��! ��,.
1� �� �- *� ��� ��+��� ��� S�! *��2 4 / � / �*�� ���,�! � ��� - � 2 S�! �� � �� �-*�
�������. 1�� ������� *,�, ��� - � 2 � � 9!� ��� ��#�� �! ��2 ��� ��� S�! *��2
��+��� �� �!��������!. 1��! ��� �!��������! / �*�� #� �  ����#�� �� *,.

A! ��,2 / � 2 � � �� � - * � ��� S�! *��2 ��+��� �, �� ,���+ � ��� ��#�� *! ��� ���
- � 2 S�! �, ��*!�. 1��, ���� � #� < W ��� � ,���� ��#�� /��� 
� �! ����,. ?*� ��
�� 2 #� ��� �,,�#�2 ,�� / ��� ����� ��#��, /��� ���*,�!�, �� �! ����,. ���� �, ���
��!���� ���#��� ���� / � / � ! � �� ,�� �.

�� �! � - �249!� ��� ��#�� �! ��2 +�! ���!�!� ��� - � 2 /����*� ,���+ ��!�.

1��, �� 2 ,��� ��� �,,�#�� �� 9�,� ���!+�. ?*� ���0, +�!,���� � / � 2 �� *,� �
�*!+���! �� ��� ��+ � - �2 ����+��2 �� ��, ��#�� �� +����!.

Definition of Hash Function
A ���� ���	��
� �, � �*!+���! ���� ���, � ,�� � �� - �2, �� � 9!��� ,�� �� ��#��
�!��6�,4 /��+ � / �0�� �,,*�� ��� �4 
4 � � � 4� ' 
 . A ��#�� /��,� �!��������!
��*!� #2 � ��,� �*!+���! +����� � ���� �� �� .

) � � �6�����4 ��� � #� ��� ,�� �� �����8������ �#�� �����!, ��� ��� ��! ��,
�� ��� 2���. � � ���� � ��9!� � ��,� �*!+���! � ; � � � �4 
4 � � � 4 

 � �! ���
����� /�!� / � 2.

� %6=( ( : %���%6 ( B ���% = ( B ���% ( (( �� � 
�.

/���� ���% 6 ( ��!���, ��� �! �����  ��*� �� ��� A3>� � +� � � ��� 6 . %1�� A3>� �
 ��*�, ��� � �� ( �!� � �� 7 ��� �@ �� 
� �!� 
� �� 
��4 ��,� �+�� ��2 .( ) � �
�6�����4 / �0�� +���*�� ���  ��*� ��� ��� - � 2 S�!.

� %SA�( : %���%� ( B ���% � ( B ���% � (( �� � 
 �

: %�&B 
 � B 

�( �� � 
 �

: @�

H�,� ���������!� ��!�*���, ��  � �V+��! � �������! �����!, �� ��� ��� �!� �� �
�*!+���!,4 ,� ��,� �*!+���!, +�!,��*+��� ���� ���� ��� 5*��� ��,�. ���� �, ���
��,��!� �� ��� ���  ��*�, �� � .

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec

5 5 0 3 7 1 11 9 8 6 7 4
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����+� ��� �*!+���! � �, !�� �!7�+�� �. ) � � �6�����4 � %S�!( : � %)�#( : @. 3�
�� / � *,� � �� +�!,��*+� � ��,� ��#��4 / � +�!0� �*� ��� �!��������! ��� S�! *��2
�!� ) �#�*��2 �� ��� ,��� �����,,. "��0, ��,+*,, ���, ���#���.

Collisions

�� � ��,� �*!+���! �, �!7�+�� �4 ���! �� ���, � ��2 - � 2 � � ��� �!��6 �� ��� ��,�
��#�� /���� ��� �!��������! �, ,����� �!� !� ,���+ ��!� �, �!  �� ��. <���! ���, �,
!�� � �,,�#��. ���! � / � - �2, ��� �� ��� ,��� ��#�� �!��64 ��� ��,*�� �, +�����
� 	 
 �����
� . 3� �� � ��,� �*!+���! �, !�� �!7�+�� �4 �� ��, +����,��!,. <*� �6�����
��,� �*!+���! ��, +����,��!, � %S�!( : � %)�#( �!� � %H�2( : � %��  (.

���! +����,��!, � ++*�4 / � ,���� ��� �!��������! ��� �!� �� ��� - �2, �! ���
+����! ��#�� �� +����! �!� � *,� 9!� ,��� ����� �� +����! ��� ��� ����� - �2,.
1���� ��� ��! 2 / � 2, � � 9!� ��� �� +����! ��� � - �2 ���� ��, +������� /��� �!�����
- � 2. <!� ��+ �!�5*� �, +����� ���� �
 �
 
 ��� . ���� ���, ��+ �!�5*� ��� �������
,���+ ��, ��� �����!�!� �� +����!, �! � ���!���	 ��!!��.

) � � �6�����4 �� �� +����! ) �, ��� +����,��! �!��64 ���! ��� ����� /�!� ,�5*�!+�
�� ��#�� �� +����!, �, ,���+ ���

%) B 
 ( � � � � 4 %) B � ( � � � � 4� � � 4 %) B � ( � � � � .

�! +�!,��*+��!� ��� ��#�� �! ��� 9�,� ���+�4 ���,� �� +����!, / �*�� #� ,���+ ��� ��
9!� ��� 9�,� �� �! ��#�� �! ��2 . 1��! ��� - � 2 / �*�� #� ���+�� �! ���� �� +����!.

example 2.18 A Hash Table

� �0�� *,� ��� ,����� ��,� �*!+���! � �� +�!,��*+� � ��,� ��#�� ��� ��� ��! ��, ��
��� 2��� #2 ���+�!� ��� �����8������ �#�� �����!, �! ��� ��#�� �!� #2 �!�4 ,�����!�
/��� S�! �!� +�! ��! *�!� �� M�+. � �0�� *,� ��!��� ���#�!� �� ��,�� � +����,��!, ����
� ++*� �! ��� ��� +�,,. ) � � �6�����4 ,�!+� � %S�!( : @4/ � ���+� S�! �! � �,����! @
�� ��� ��#��. ��6�4 ,�!+� � %)�#( : @�!� ,�!+� � �,�����! @�, �*��4 / � �� �- ��� ���
!�6� �  ����#�� � �,����! �!� ���+� ) � # �! � �,�����! �. >�! ��! *�!� �! ���, / � 24/ �
� �! �*���2 +�!,��*+� ��� ����� /�!� ��,� ��#��4 /���� �! ����, �! ����! ���,�, !���
,��� ,���+ ��!� �� #� ��*!�.

Jan Feb Mar Apr May Jun Jul Aug Sep Oct Nov Dec

5 5 0 3 7 1 11 9 8 6 7 4

1���� ��� ��! 2 5*�,���!,. >�! / � 9!� �! �!7�+���! ,� ����� ��� !� +����,��!,C
�� / � �!+���,�� ��� ,�$� �� ��� ��#��4 / �*�� �� �� � * , � #����� +��!+� �� 9!��!�
�! �!7�+���!C �� ��� ��#�� ,�$� �, �!+���,��4 +�! / � ,+����� ��� �����! �, ,� ����
+����,��!, +�! #� ,���+ ��� ��� �! ��,, ����C

end example
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ProbeSequences

"�!��� ���#�!� ���� �� �-, �� �� +����!, �!� ,��� �� � ���� �� 2 !�� #� ��� #�,�
/ � 2 � � ��,�� � +����,��!, ��� ,��� -�!�, �� - �2,. A! �����!��� � �, � � ��2 ��!���
���#�!� /��� � ����	 #� � / ��! ��#�� �� +����!, �! ����� �� �,+�����	 �� ���,�	
��� �!��������! �� ��I���! � ����, �� ��� ��#��. 1�� ���� �, �� - ��� ��� ! * � #��
�� ,���+ ��, �� � ��!�� *�. "�� � #� � ���4 /���� 
 � � � � . 1��! ��� ����� /�!�
,�5*�!+� �� ��#�� �� +����!, �, ,���+ ��� �! +�,� � +����,��! � ++*�, �� �� +����! ) ;

%) B � ( � � � � 4 %) B � � ( � � � � 4� � � 4 %) B �� ( � � � � .

3��� ���#���, +�! � ++*� �� / �0�� !�� +����*� /��� �*� +���+� �� � . ) �� �6�����4
,*�� �,� � : 
 � �!� � : &. 1��! ��� ���# � ,�5*�!+� +�! ,-�� ,��� ��#�� �! ����,.
) � � �6�����4 �� ) : � 4��� �# �  � ,�5*�!+� #�+���,



4 �4 �4 

4 �4 �4 

4 �4 �4 

4 �4 �.

3� / � / �*�� ��,, ��#�� �! ����, �4 
4 �4 &4@4�4 D4
4 �!� 
�. "��0, ��2 �!�����
 ��*� ��� � . 3*�� �,� / � ��2 � : @. 1��! / � �#���! ��� ����� /�!� ���# � ,�5*�!+�
,�����!� �� ) : � ;

�4 @4
�4 �4 D4
4 �4 

4 &4
4 �4 �.

�! ���, +�,� / � +� �� ��� �! ���� ,�� � �4 
4 � � � 4 

 � . � ! ����� / ���,4 / �0 � ��9!��
� #�7�+���! � ; � �� � � �� #2 � %� ( : @� �� � 
�. >�! / � ��/ � 2, 9!� � ���# �
,�5*�!+� ���� ���, ��� ��� �����! �, �� � �4 
4 � � � 4 � ' 
 � C ������2 4 ��� �!,/ ��
�, 2�,. S*,� ��+ - � �!� � ,� ���� ���2 ��� ������ ��2 �����4 �+�%� 4� ( : 
 . ) � �
�6�����4 �� / � ��+ - � �� #� � ����� ! * � #��4 ���! %� 4 � ( : 
 ��� �! 2 � �! ���
�! ��� �� 
 � � � � . 1���0, /� 2 ��#�� ,�$�, ��� ����! ����� ! * � #��,4 � �! ���*��
��� ���� ,�� �� 2 � �  � ��,, �! ����, ���! ��� ��#�� ,�$�.

1���� ��� ��! 2 / � 2, � � ��9!� ��,� �*!+���!, �!� �� ��,�� � +����,��!,. 1��
��� �� #2 >�+����� Q

D�R�6���!�, ,��� #�7�+�� � ��,� �*!+���!,.

Exercises

)�*���	
��+ ��$*���	
��+ ��� ,	*���	
��

�� 1�� ������<� �*!+���! ���� $� 
��� �� $� 
��� �, !������ �!7�+�� � !�� ,*�7�+8
�� �. �� 2C

�� ) � � ��+ � � � ��� ����� /�!� +�,�,4 +�!,��*+� � �*!+���! ,���,�2�!� ��� �� �!
+�!�����!4 /���� ��� �����! �!� +� �����! ��� +��,�! ���� ��� ,��,

� : � � 4 4	 � 4� : � � 4� 47� 44 : � 
4 � � .

�� �!7�+�� � #*� !�� ,*�7�+�� �.
#. 3*�7�+�� � #*� !�� �!7�+�� �.
�� ?�7�+�� �.
�. ������� �!7�+�� � !�� ,*�7�+�� �.
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�� ) � � ��+ � � � ��� ����� /�!� �2� �,4 +������ ,��� ,����,��+,; ��� ! * � #�� �� �*!+8
���!, �� ���� �2� � J ��� ! * � #�� ���� ��� �!7�+�� �J ��� ! * � #�� ���� ��� ,*�8
7�+�� �J ��� ! * � #�� ���� ��� #�7�+�� �J ��� ! * � #�� ���� ��� !������ �!7�+�� �4
,*�7�+�� �4 !�� #�7�+�� �.

�� � � 4 4	 � � � 
4 � � .
#. � � 4 � � � 
4 �4 � � .
�� � � 4 4	 � � � 
4 �4 � � .

�� 3�� / ���� ��+ � �*!+���! � ; � � � ��, ��� ��,��� ���� �����,.

�� � %� ( : � � . %�!7�+�� � �!� !�� ,*�7�+�� �(
#. � %� ( : � B 
 . %�!7�+�� � �!� !�� ,*�7�+�� �(
�� � %� ( : F � � � %� ��(. %,*�7�+�� � �!� !�� �!7�+�� �(
�. � %� ( : +����!�%��� � %� B 
((. %,*�7�+�� � �!� !�� �!7�+�� �(
�� � %� ( : � � � �, � � � ���! � ' 
 ��,� %#�7�+�� �(

� B 
 .

�� ) � � ��+ � � � ��� ����� /�!� �*!+���!,4 ,���� /��+ � � � ��� ���� �����, �!7�+�� �
�!� ,*�7�+�� � ����,.

�� � ; & � ( 4/���� � %� ( : F� ��%� (.
#. � ; � � � 4/���� � %� ( : � �� � 
�.
�� � ; ( � � ��9!�� #2 � %� ( : �� B 
 �.
�. ,�5 ; � � ��,�,%� (.
�� ��,� ; � � ��,�,%� � ��,�,%� � � (.
�. � ; � � � � / ��%� (4 � �, �! 2 ,��4 �!� � %� ( : � � � .
&� � ; ��,�,%� ( � � � / ��%� (4 � �, 9!���4 �!� � %� � � 4� � � 4� � � ( : � � � 4� � � 4

� � � .
�. � ; ��,�,%� ( � #��,%� (4� �, 9!���4 �!� � %� � � 4� � � 4� � � ( : Q� � 4� � � 4� � R.
	� � ; #��,%� ( � � � / ��%� (4 � �, 9!���4 �!� � %Q� � 4� � � 4� � R(: � � � 4� � � 4

� � � .

�� "�� � 
 �!� � � ��!��� ��� ,��, �� � �,��� � �!� !����� � ���� ! * � #��,4 ��8
,� �+�� ��2 . � � � 4  � & �!� � �  4 ��� %� 4 ( : � � � & � � � � �  � . 3�� /
���� ��+ � � � ��� ����� /�!� �*!+���!, �, � #�7�+���!.

�� � ; %�4
( � %� 4 ( ��9!�� #2 � %� ( : % ' � (� B � .
#. � ; & 
 � %�4
( ��9!�� #2 � %� ( : 
�%� B 
(.
�� � ; %
��4 
( � & 
 ��9!�� #2 � %� ( : 
�%� � ' 
 ( ' 
 .
�. � ; %�4
��( � & ' ��9!�� #2 � %� ( : 
�%� � ' 
 ( B 


�� � ; %�4
( � & ��9!�� #2 � %� ( :

�
��

��


 � %�� 
 
( 
 
 � � 
 � � � � � 

� � � � : 
 � �


 � %�� 
 
( B 
 �� � � � � 
 � �
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� #$	��	�
�

 � K,� ��� �����!���� ���!+���� ��� ��+ � � � ��� ����� /�!� ,������! �,.

�� �� / ��! 2 � ����� ��� !����� �! � ���*� �� ,� 2 ���� ����� / ��� #��! �!
��� ,��� �� 2 � � ��� / ��-C

#. �� / ��! 2 � ����� ��� !����� �! � ���*� �� ,� 2 ���� ��*� / ��� #��! �!
��� ,��� ��! ��C

�� �� 2 � � � , � ! 2 ,�� �� 
� !�!���� 2 ,���!�, �  �� � � 4  4 	 � +�! ���! � / �
��I���! � ,���!�, /��,� ,�����!� ������, ����� �!� /��,� �!��!� ������,
�����C

�. )�!� ��� ,�$� !����� ��� � ,�� �� !�!���� 2 ,���!�, �  �� � � 4  4 	 4 � �
�� +�! ���! � / � ,���!�, /��,� ,�����!� ������, ����� �!� /��,� �!��!�
������, �����.

!� K,� ��� �����!���� ���!+���� ��  ����2 ��+ � � � ��� ����� /�!� ,������! �,.

�� �! �! 2 ,�� �� 

 !��*��� ! * � #��, ����� ��� � / � ! *� #��, /��,� ��+����
�����,�! �����!, +�! ���! � +����! �����.

#. �! �! 2 ,�� �� ��*� ! * � #��, ��+ - � � ���� ��� ,�� � 
4 �4 �4 &4@4� � �����
��� � / � ! *� #��, /��,� ,*� �, ,� �!.

�� �� 9 � ��,��!+� ! * � #��, ��� +��,�! ���� ��� ,�� � 
4 �4 �4 &4@4�4 �4 D� 4
���! � / � � � ��� ! * � #��, +��,�! ��� +�!,�+*�� � %�.�.4�� ��� ���� � �!�
� B 
(. 0���1 "�,� ��� 9 � ! *� #��, +��,�! �,4 � � 4� � 4� 	 4� � 4� � �!�
��,� ��� ,*++�,,��, �, � � B 
 4� � B 
 4� 	 B 
 4� � B 
 4� � B 
 . A�� �����
���� ���! ���� � ! *� #��, ��,���C

�	��
� %	���$� ��� ��� (
 � � ����	
�

"� ��+ � � � ��� ����� /�!� �*!+���!, ��, ��� ���� � %� ( : %�� B  ( � � � � . A,,*��
���� ��+ � �*!+���! ��, �2� � � � � � � 4, � ���� / � +�! ���!- �� � �, � +�����
��� �! �����# �� �����,�! ��� #2 ��� ! * � #��, �4 
4 � � � 4 � ' 
 . K,� %�.�(
�� �������!� /������ ��+ � �*!+���! �, � #�7�+���!4 �!�4 �� ,�4 +�!,��*+� ��,
�!  ��,�. 1��! *,� %�.D(�� �������!� /������ ��� �*!+���! ��, 96�� � ��! �,
%�.�.4������, ���� ��!0� +��!��(4 �!�4 �� ,�4 9!� ����.

�� � %� ( : � � �� � � .
#. � %� ( : � � �� � @.
�� � %� ( : @� �� � � .
�. � %� ( : %� � B � ( � � � � .
�� � %� ( : %� � B � ( � � � � .
�. � %� ( : %@� B � ( � � � 
�.
&� � %� ( : %�@� B � ( � � � 
�.

�'� 1��!- �� ��� ������, � �� ( �, ��� ! * � #��, ! * � #��, � � � � � �!� ��� � #� �
+����� �� ��� ���� � %� ( : %�� B  ( � � � ��.
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�� K,� %�.�( �� 9!� ���  ��*�, �� � %�� � � ��( ���� /��� ��- � � #�7�+�� �.
#. ) � � ���  ��*�, �� � �! ���� %�( ���� ��- � � #�7�+�� �4 *,� %�.D(�� 9!�

� ��!���� ,������! � � #�*� ���  ��*�, ��  %��  � ��( ���� /��� �!,*��
���� � ���, ��+ � ������ �� � ��I���! � ������.

.��� � ����	
��

��� "�� � : � �!�4 � / � 4�����4 ��*�4 9 �4 ,�64 ,� �!4 ���� �4 !�!� � �!� ��� � ; � �

 � #� ��9!�� #2 � %� ( : %� �� �( � � � 
4 /���� �� � ���!, ��� ! * � #�� �� ������,
�! � .. ) � � ��+ � � � ��� ����� /�!� ���,4 +�!,��*+� � ��,� ��#�� ���� +�! ���!,
��� ,���!�, �� � #2 +� � �,�!� � ,���!� ��� �! ��2 �! ��� ��#�� #2 ��� ����� ����
�� �, ��,��� �! � . E�,�� � +����,��!, #2 ��!��� ���#�!� /��� ��� �� �! ��� �!�
�#,�� � /������ ��� ,���!�, +�! #� ���+�� �! ��� ��#��.

�� ��� : 
 . #. ��� : � �� ��� : � .

��� E�� ��� �6��+�,� 

 ��� ��� ,�� � : � H�!�� 241*�,�� 24� ��!�,�� 241� *�,�� 24
) ���� 243��*��� 243*!�� 2� �!� ��� �*!+���! � ; � � 
 � ��9!�� #2 � %� ( :
%��6� B � ( � � � � .

��� E�� ��� �6��+�,� 

 ��� ��� ,�� � : � S�! *��2 4) �#�*��2 4H��+ �4 A����4 H� 24
S*!�4 S*�24A*�*,� � �!� � ; � � 
 � ��9!�� #2 � %� ( : %�� � B � ( � � � D.

#$
 
�� ��� %��

��&��


&. )�!� �! �����, � �!�  ,*+ � ���� ��� �*!+���! � ; 
 �� � 
 �� ��9!�� #2
� %� ( : %�� B  ( � � � 
� �, #�7�+�� � �!� � � � : � .


@. "�� � ; � � � �!� � ; � � 4 . G��  � ��+ � � � ��� ����� /�!� ,������! �,.

�� �� � �!� � ��� �!7�+�� �4 ���! � � � �, �!7�+�� �.
#. �� � �!� � ��� ,*�7�+�� �4 ���! � � � �, ,*�7�+�� �.
�� �� � �!� � ��� #�7�+�� �4 ���! � � � �, #�7�+�� �.

��� "�� � �!� � #� #�7�+���!, �� �2� � � � � ,*+ � ���� � %� %� ( : � ��� ���
� � � . G��  � ���� � %� %� (( : � ��� ��� � � � .

� � A,,*�� ���� ��� �*!+���!, � �!� � +�! #� ������ �! �� � +��� �,����! � � � .

�� �� � � � �, ,*�7�+�� �4 /��� +�! 2� * , � 2 �# �*� � �� � C
#. �� � � � �, �!7�+�� �4 /��� +�! 2� * , � 2 �# �*� � �� � C


D. "�� � ; � � � �!� � ; � � 4 �!� ��� � #� ��9!�� #2 � %� ( : %� %� (4� %� ((.
3�� / ���� ��+ � � � ��� ����� /�!� ,������! �, ����,.

�� �� � �, ,*�7�+�� �4 ���! � �!� � ��� ,*�7�+�� �. )�!� �! �6����� �� ,�� /
���� ��� +�!  ��,� �, ���,�.

#. �� � �� � �, �!7�+�� �4 ���! � �, �!7�+�� �. )�!� �! �6����� �� ,�� / ����
��� +�!  ��,� �, ���,�.
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�"� G��  � ���� ��� �5*����! �� �� � � :  �� � � ��, � ,��*���! � �� �!� �!�2
�� �+�%� 4� ( �� ���,  .

��. K,� ��� ��,*�� �� �6��+�,� 
� �� ���  � %�.D(;"�� � � 
 �!� � ; 
 � � 
 � #�
��9!�� #2 � %� ( : %�� B  ( � � � � . 1��! � ��, !� 96�� � ��! �, �� �!� �!�2
�� �+�%� ' 
 4� ( � � � , !�� �� ���  .

��� G��  � ��� ,�+�!� ���� �� %�.�(. �! ����� / ���,4 �,,*�� ��� ����� /�!� ��+�,.

� ; 
 � � 
 � �, ��9!�� #2 � %� ( : %�� B  ( � � � � .
� �, � #�7�+���!4 /��+ � ��,� ���!, ���� �+�%� 4� ( : 
 .
	 �, �! �! ����� ,*+ � ���� � %	 ( : � .
) �, �! �! ����� ,*+ � ���� 
 : �) B �� ��� ,��� �! ����� � .
� ; 
 � � 
 � �, ��9!�� #2 � %� ( : %)� B 	 ( � � � � .

G��  � ���� � : � � � .

2.4 Countability

"��0, ��  � � ,���� ��,+*,,��! �# �*� +�*! ��!� ,��, ���� �� 2 !�� #� 9!���. � �0��
��  � � � �6���!� /��� �� ���!, �� +�*! � � ! �!9!��� ,�� �!� /��� �� ���!, ��
+������ ��� ,�$� �� �!9!��� ,��,. �! ,� ���!� / �0�� 9!� ,��� *,��*� ��+ �!�5*�,
���� +�! #� ������� �� 5*�,���!, �! +���*��� ,+��!+�. ) � � �6�����4 / �0�� ,��
�, � +�!,�5*�!+� �� �*� ��,+*,,��!, ���� ����� ��� ,��� �����, �! /��� +�! #�
+���*���. � �0�� ,���� /��� ,��� ,������2�!� !������!.

2.4.1 Comparingthe Sizeof Sets

"�� � �!� � #� ,��,. �� ����� �, � #�7�+���! #� � / ��! � �!� � 4/ �0�� ��!��� ���
��+� #2 /����!�

�� � : �� �.

�! ���, +�,� / �0�� ,� 2 ���� � �!� � ��  � ��� ���� ��7� �� ��  � ��� ���� 	 � 
 ��#
������ 4 �� � � � � %��� 
���� .

example 2.19 Cardinality of a Finite Set

"�� � : � %� B 
 ( 	 � 
 � %� B 
 ( 	 � ���� � . "��0, 9!� ��� +����!���� 2 � � � . A����
� ��/ +��+*�����!, / � +�! �#,�� � ����

%� B 
 ( 	 : 
 4 %
 B 
 ( 	 : D 4� � � 4 %
 � B 
 ( 	 : ��&& �!� %
&B 
 ( 	 : ���@.

3� / � ��  � � #�7�+���! � ; � �4 
4 � � � 4 
� � � � 4/���� � %� ( : %� B 
 ( 	 . 1��������4
�A� : �� �4 
4 � � � 4 
� �� : 
&.

end example
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example 2.20 Cardinality of an Infinite Set

"�� -�� ��!��� ��� ,�� �� � � � !��*��� ! * � #��,. 1��! ��� �*!+���! � ; � � -��
��9!�� #2 � %� ( : � � B 
 �, � #�7�+���!. 3� -�� �!� � ��  � ��� ,��� ,�$� �!�
/ � /���� �-�� � : �� �.

end example

�� ����� �, �! �!7�+���! ���� � �� � 4/ �0�� ��!��� ��� ��+� #2 /����!�

�� � � � � �.

�! ���, +�,� / �0�� ,� 2 ���� ��� ,�$�4 �� +����!���� 24�� � �, ���� ���� 

 ��� ����
�� ���� �� � . E�+��� ���� ����� �, �! �!7�+���! ���� � �� � �� �!� �!�2 �� �����
�, � ,*�7�+���! ���� � �� � . 3� �� � � � � � ��,� ���!, ���� ����� �, � ,*�7�+���!
���� � �� � .

�� ����� �, �! �!7�+���! ���� � �� � #*� �
 #�7�+���! #� � / ��! ����4 / �0��
��!��� ��� ��+� #2 /����!�

�� � � �� �.

�! ���, +�,� / �0�� ,� 2 ���� ��� ,�$�4 �� +����!���� 24�� � �� ���� ���� ���� �� � . 3�
�� � � �� � ���!, ���� �� � � � � ��!� �� � �: �� �.

Setsthat AreCountable

�!�������2 4 � ,�� �, +�*! ��#�� �� ��, �����! �, +�! #� +�*! ��� �! � ,��� #2 ,���
��,���! %�.�.4+�*! � �!� �����! � ��+ � ,�+�!�(4 � �! �� �� ��- �, �, ��! 2 ,�+�!�,
�, ����� ��� !��*��� ! * � #��,. "��0, +�����2 ��� ���� #2 ������!� ,��, ���� +�! #�
+�*! ��� �� ,*#,��, �� ��� !��*��� ! * � #��,.

�� � �, � 9!��� ,�� /��� � �����! �,4 ���! / � +�! �����,�! � ��� �����! �, �� �
#2 ��,��!� ���� �! ��� ����� /�!� ,�5*�!+�;

� � � � � � � � � � � � � � � � � .

�� / � �,,� +���� ��+ � � � /��� ��� ,*#,+���� )4/ � ��� � #�7�+���! #� � / ��! � �!�
��� ,�� � �4 
4 � � � 4� ' 
 � .

3*�� �,� � �, �! �!9!��� ,�� ,*+ � ���� / � +�! �����,�! � ��� ��� �����! �, �� �
#2 ��,��!� ���� �! ��� ����� /�!� �!9!��� ,�5*�!+�;

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� / � �,,� +���� ��+ � � � /��� ��� ,*#,+���� )4/ � ��� � #�7�+���! #� � / ��! � �!�
��� ,�� � �� !��*��� ! * � #��,.

Definition of Countable

1�� ���+���!� ��,+������!, �� � * , ��� ,���, ��� � ��9!����! �� +�*! ��#��. A ,��
�, 	 
���� �� �� �� �, 9!��� �� �� ����� �, � #�7�+���! #� � / ��! �� �!� � . � ! ��� ������
+�,�4 ��� ,�� �, ,��� �� #� 	 
���� �� ��!���� . � ! ����, �� ,�$� / � +�! ,� 2 ����
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� ,�� � �, +�*! ��#�� �� �� � : �� �4 
4 � � � 4 � ' 
 �� ��� ,��� !��*��� ! * � #�� � ��
�� � : �� �. � � � ,�� �, !�� +�*! ��#��4 �� �, ,��� �� #� ��	 
���� �� .

CountableProperties

�	 "� ��� ������ 
� 
 �� �
�� �����



	 � �� �
�� ����� �� ��	 
��� �� �� � 	 � 
 �


�	 #� � ������ 
� � �
�� ����� ��� �� �
�� �����


�	 #� � ����� 
� � �
�� ����� ��� �� �
�� �����


G�� ��. � �0�� ���  � %�( �!� %#(�!� ���  � %+(�!� %�( �, �6��+�,�,. "�� � #� �
,*#,�� �� � . � � � �, 9!���4 ���! �� �, +�*! ��#�� #2 ��9!����!. 3� �,,*�� ���� �
�, �!9!���. �� / ,�!+� � �, � ,�� �� !��*��� ! * � #��,4 �� ��, � ,�����,� �����! �
���� / �0�� �����,�! � #2 � � . ��6�4 / �0�� ��� � � #� ��� ,�����,� �����! � � � ��� ,��
� ' � � � � . � �0�� +�! ��! *� �! ���, ��!!��4 �����!� � � #� ��� ,�����,� �����! � � �
� 
 � � � � � � � � � � � � � . � ! ���, / � 2 / � �#���! �! �!9!��� ��,��!� �� ��� �����! �, �� � ;

� � 4� � 4� � 4� � � 4� � 4� � � .

����+� ���� ��+ � �����! � � � � �, �! ��� ��,��!� #�+�*,� ����� ��� �� ��,� �
�����! �, �� � ���� ��� ��,, ���! � . 3� � � *,� #� �����,�! ��� �, �!� �� ���
�����! �, � � 4 � � 4 � � 4 � � � 4 � � �! ��� ,�5*�!+�. 1�� �,,� +�����! � � �� ) �� �, �
#�7�+���! #� � / ��! � �!� � . 3� �� � : �� � �!� �� *, � �, +�*! ��#��.

%#(�� � �, +�*! ��#�� ���! �� � � � � � #2 ��9!����!. 3� �,,*�� ���� �� � � � � �.
1��! ����� �, �! �!7�+���! � ; � � � . 3� �� � : �� %� (�. 3�!+� � %� ( �, � ,*#,��
�� � 4�� �, +�*! ��#�� #2 %�(. 1�������� �� �, ������ 9!��� �� �� %� (�: �� �. 3� � �,
������ 9!��� �� �� � : �� %� (�: �� �. L�M

Techniquesto ShowCountability

A! �! ����,��!� �!� *,��*� ��+� �# �*� +�*! ��#��� 2 �, ���� ��� ,�� � � � �, +�*! �8
�#��. � �0�� ,���� �� ��� ��� ��+���.

Theorem (2.9)

� � � �, � +�*! ��#�� ,��.

G�� ��; � � !��� �� ��,+��# � � #�7�+���! #� � / ��! � � � �!� � . � �0�� �� ���, #2
����!��!� ��� �����! �, �� � � � �! ,*+ � � / � 2 ���� ���2 +�! #� ��,��2 +�*! ���.
<!� / � 2 �� �� ���, �, ,�� /! �! ��� ����� /�!� ��,��!�4 /���� ��+ � � � / ��,�, �
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,�5*�!+� �� �*���, �! � � � ����� / � � #2 � +����,� �!��!� ,�5*�!+� �� !��*���
! * � #��,.

%�� �( � �� � �
%�� 
( � %
� �( � �� 
 � �
%�� �( � %
� 
( � %�� �( � �� � � &� @�

...
...

...
%�� � (� � � � � � %� � B � (� � � � � �

...
...

...

����+� ���� ��+ � � � / �� ��� ��,��!� +�! ���!, ��� ��� �*���, /��,� +��� �!�! �, ���
*� �� ��� ,��� ! * � #��. ) � � �6�����4 ��� ,�5*�!+� %�4�(4 %
4
(4 %�4�( +�!,�,�,
�� ��� �*���, /��,� +��� �!�! �, ��� *� �� �. 3� / � ��  � � #�7�+���! #� � / ��!
� � � �!� � . 1��������4 � � � �, +�*! ��#��. L�M.

� � ,��*�� !��� ���� ��� #�7�+���! ��,+��# �� �! %�.
( �, +����� 4���

+� � ��
���
���	��
� . � � ���, ��+ � ���� �� !��*��� ! * � #��, %� 4� ( � � ��� !��*��� ! * � #��

%� B � ( � B � � B �
�

�

� � +�! *,� %�.
( �� ���  � ��� ����� /�!� ��,*�� ���� ��� *!��! �� � +�*! ��#��
+����+���! �� +�*! ��#�� ,��, �, +�*! ��#��.

Counting Unions of CountableSets (2.10)
�� � � 4� � 4� � � 4� � 4� � � �, � ,�5*�!+� �� +�*! ��#�� ,��,4 ���! ��� *!��!

� � � � � � � � � � � � � � � �

�, � +�*! ��#�� ,��.

G�� ��; 3�!+� ��+ � ,�� �, +�*! ��#�� ��, �����! �, +�! #� �!��6�� #2 !��*��� ! *�8
#��,. 3� ��� ��+ � ,�� � � / �0�� ��,� ��, �����! �, �, � � � 4� � � 4� � � 4� � � . � � � � �, �
9!��� ,�� ���! / �0�� ��,� �!� �� ��, �����! �, ��� ������2 �� ��- � ��� ��,��!� �!9!���.
�! ��� ,��� / � 24 �� ����� ��� �!�2 9!����2 ��! 2 ,��,4 ���! / �0�� ��,� �!� �� ���
,��, ��� ������2 �� ��- � ��� ,�5*�!+� �!9!���. �! ���, / � 2 / � +�! �,,� +���� ��+ �
�*��� %� 4 � ( �! � � � /��� �! �����! � � �� �! ��� *!��! �� ��� �� �! ,��,.
1�� �����!� �� 2 !�� #� � #�7�+���! ,�!+� ,��� �����! �, �� ��� *!��! ���� � #�
��� ����� �! ��� ��,��!�,. ?*� ��� �����!� �, � ,*�7�+���! ���� � � � �� ���
*!��! �� ��� ,��,. 3�4 ,�!+� � � � �, +�*! ��#��4 �� ����� /, ���� ��� *!��! �,
+�*! ��#��. L�M.
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example 2.21 Countability of the Rationals

� �0�� ,�� / ���� ��� ,�� > �� �����!�� ! * � #��, �, +�*! ��#�� #2 ,�� /�!� ����
�> � : �� �. "�� � 
 ��!��� ��� ,�� �� � �,��� � �����!�� ! * � #��,. 3� / � +�!
�����,�! � � 
 �, ��� ����� /�!� ,�� �� ���+���!,4 /���� ��� ������!, ��� �!+�*���
%�.�.4
�
 �!� ��� ��� #��� �����! �, �� ��� ,��(.

� 
 : � � � � � � 4� � � �!� � �: � � .

�� / / �0�� �,,� +���� ��+ � ���+���! � � � /��� ��� �*��� %� 4 � ( �! � � � . 1��,
�,,� +�����! �, �! �!7�+���!4 ,� / � ��  � �� 
 � � � � � � �. 3�!+� � � � �, +�*! ��#��4
�� ����� /, ���� � 
 �, +�*! ��#��. �! ��� ,��� / � 24��� ,�� L' �� !����� � �����!��
! * � #��, �, +�*! ��#��. �� / / � +�! /���� L � , ��� *!��! �� ����� +�*! ��#�� ,��,;

> : � 
 � � � � � � � .

3�!+� ��+ � ,�� �! ��� *!��! �, +�*! ��#��4 �� ����� /, ���� %�.
�( ���� ��� *!��! ��
��� ,��, �, +�*! ��#��.

end example

CountingStrings

A! ��� ����! � +�!,�5*�!+� �� %�.
�( �, ��� ����� /�!� ��+� �# �*� ��� +�*! ��#���� 2
�� ��� ,�� �� ��� ,���!�, �  �� � 9!��� �����# ��.

Theorem (2.11)
1�� ,�� � P � � ��� ,���!�, �  �� � 9!��� �����# �� � �, +�*! ��#�2 �!9!���.

G�� ��; ) � � ��+ � � � �4 ��� � � #� ��� ,�� �� ,���!�, �  �� � ��  �!� ��!��� � . � �
����� /, ���� � P �, ��� *!��! �� ��� ,��, � � 4� � 4� � � 4� � 4� � � . 3�!+� ��+ � ,�� � �

�, 9!���4 / � +�! ����2 %�.
�( �� +�!+�*�� ���� � P �, +�*! ��#��. L�M.

2.4.2 Diagonalization

"��0, ��,+*,, � +��,,�+ +�!,��*+���! ��+ �!�5*�4 +����� ����
����7���
� 4 /��+ � �,
5*��� *,��*� �! ,� ���� ��I���! � ,����!�, ���� ���� /��� +�*! ��!�. 1�� ��+ �!�5*�
/ � , �! ��� �*+�� #2 >�! ��� /��! �� ,�� / � � ���� ��� ���� ! * � #��, ��� *!+�*! �8
�#��. ���� �, � ��!���� ��,+������! �� �����!���$����!.

Diagonalization(2.12)
"�� � #� �! �����# �� /��� � / � �� ���� ,2� #��, �!� ��� � � 4� � 4� � � 4� � 4� � � 4
#� � +�*! ��#�� ��,��!� �� ,�5*�!+�, �� ��� ���� � � : %� � � 4� � � 4� � � 4� �� 4� � � (4
/���� � �
 � � . 1�� ,�5*�!+�, ��� ��,��� �, ��� �� /, �� ��� ����� /�!� �!9!���
�����6.

Continued
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 � � � � � � � �
� � � �� � �� � �� � � � � � � � � �
� � � �� � �� � �� � � � � � � � � �
� � � �� � �� � �� � � � � � � � � �
...

...
...

...
. . .

...
...

� � � � � � � � � � � � � � � �� � � �
...

...
...

...
...

...
. . .

1��! ����� �, � ,�5*�!+� � : %� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( �  � � � ���� �, �
� �!
��� �����!�� ��,�. � � +�! +�!,��*+� � ���� ��� ��,� �� �����!�� �����! �, %� �� 4
� �� 4� �� 4� � � 4� �� 4� � � ( #2 +��!��!� ��+ � �����! � , � ���� � � �: � ��
 ��� ��+ �
� . 1�������� � ��I��, ���� ��+ � � � �� ��� � �� �����! �. ) � � �6�����4 ��+ -
� / � �����! �, � 4� � � �!� ��9!�

� � :

�
� �� � �� : �
� �� � �� �: ��

UncountableSets

�� / / �0�� �! � �,����! �� �� � ,��� �6�����, �� *!+�*! ��#�� ,��,. � �0�� ����!8
,����� ��� ����� � � � >�! ���4 /��+ � *,�, ��� �� #2 +�! �����+���! �������� /���
��� �����!���$����! ��+ �!�5*�.

example 2.22 Uncountability of the Reals

� �0�� ,�� / ���� ��� ,�� & �� ���� ! * � #��, �, *!+�*! ��#��. �� / � , ,�� /! �!
�6��+�,� � � � 3�+���! �.� ���� ����� �, � #�7�+���! #� � / ��! & �!� ��� ,�� . ��
���� ! * � #��, #� � / ��! � �!� 
. 3� �&� : �. � �!� / � !��� �!�2 ,�� / ���� . �,
*!+�*! ��#��. A,,*��4 #2 / � 2 �� +�! �����+���!4 ���� . �, +�*! ��#��. 1��! / �
+�! ��,� ��� ! * � #��, ��� ��� ! * � #��, #� � / ��! � �!� 
 � , � +�*! ��#�� ,�5*�!+�


 � 4
 � 4
 � 4� � � 4
 � 4� � � .

��+ � ���� ! * � #�� �! #� � / ��! � �!� 
 +�! #� �����,�! ��� �, �! �!9!��� ��+����.
3� ��� ��+ � � ����� �, � �����,�! �����! 
 � : � .� � � � � � � � � � �� � � � 4/���� ��+ � � �


�, � ��+���� �����. 3�!+� / � +�! ��,� �����,�! � 
 � #2 ��� ,�5*�!+� �� ��+����
�����, %� � � � � � � � � � �� � � � (4 �� ����� /, #2 �����!���$����! %�.
�( ���� ����� �, �!
�!9!��� ��+���� ���� �, !�� �! ��� ��,�. ) � � �6�����4 / �0�� +� � �,� ��� �����, 
 �!�
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� � � +�!,��*+� ��� ! * � #�� � : � .� � � � � � � � � /����

� � :

�

 � � � �� : �
� � � � �� �: � �

3� � � � � 
 �!� � ��I��, ���� ��+ � 
 � �� ��� � �� ��+���� ���+�. 1� *, � �, !��
�! ��� ��,�4 +�! ����2 �� �*� �,,*�����! ���� / � ��  � ��,��� ��� ! * � #��, �! . . 3�
��� ,�� . �, *!+�*! ��#��4 �!� ��!+� ��,� & �, *!+�*! ��#��.

end example

example 2.23 Natural Number Functions

�� / ��! 2 ��I���! � �*!+���!, ��� ����� ���� � �� � C� �0�� ,�� / ���� ,�� �� ���
,*+ � �*!+���!, �, *!+�*! ��#��. A,,*��4 #2 / � 2 � � +�! �����+���!4 ���� ��� ,�� �,
+�*! ��#��. 1��! / � +�! ��,� ��� ��� �*!+���!, �2� � 
 � 
 �, � � � � � � � � � � � � � � � .
� �0�� �����,�! � ��+ � �*!+���! � � �, ��� ,�5*�!+� �� ��,  ��*�, %� � %�(4� � %
(4� � � 4
� � %� (4 � � � (. �� / %�.
�( ����, *, ����� �, � �*!+���! ��,,�!� ���� ��� ��,�4 /��+ �
+�! �����+�, �*� �,,*�����! ���� ��� �*!+���!, ��� �! ��� ��,�. 3� ��� ,�� �� ���
�*!+���!, �� �2� � � � � �, *!+�*! ��#��.

) � � �6�����4 / � ���� � +�� �,� ��� ! * � #��, 
4 � � � �!� ��9!� � �*!+���!
� ; � � � #2

� %� ( :

�

 � � � � : �
� � � � � �: �

1��! ��� ,�5*�!+� ��  ��*�, %� %�(4 � %
(4 � � � 4 � ��,��� �*!+���!, #�+�*,�
� %� ( �: � � %� ( ��� ��+ � � . � ! ���, �6����� ����� ��� ��! 2 � �I���! � / � 2, � � ��9!�
� ; � � � ,� ���� �� �, !�� �! ��� ��,�. ) � � �6�����4 �!,���� �� ��+ -�!� 
 �!� �4
/ � +�*�� ��+ - � ! 2 � / � !��*��� ! * � #��, �� ��9!� � . � � +�*�� ��,� ��9!� � #2

� %� ( : � � %� ( B 
 .

1��, ��9!����! �� �, *, � �*!+���! � ���� � �� � ,*+ � ,*+ � ���� � %� ( �: � � %� (
��� ��+ � � . 3� � +�!!�� #� �! ��� ��,� � � 4� � 4� � � � � 4� � � .

end example

2.4.3 Limitson Computability

"��0, ��  � � ,���� ��,+*,,��! �# �*� /������ ����� ��� �����, �! /��� +�! #�
+���*���. A, �!����� �����+����! �� %�.

( / � +�! �!,/ �� ��� 5*�,���!; �� /
��! 2 �������, +�! #� /�����! �! 2�*� ��  ����� ���������!� ��!�*���C 1��
�!,/ �� �, +�*! ��#�2 �!9!���. ���� �, ��� ��,*��.
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Theorem (2.13)
1�� ,�� �� �������, ��� � ���������!� ��!�*��� �, +�*! ��#�2 �!9!���.

G�� ��; <!� / � 2 � � ,�� ���, �, �� +�!,���� ��+ � ������� �, � 9!��� ,���!� �� ,2� #��,
�  �� � 96�� 9!��� �����# �� � . ) �� �6�����4 � ���� � +�!,�,� �� ��� +����+���, ����
+�! #� �2� � � ���� � - �2# ����. �� / / � +�! ��� +��� �, �! ��� ��� �� �� %�.

(.
) � � ��+ � !��*��� ! * � #�� � 4��� $ � ��!��� ��� ,�� �� ��� �������, ���� ��� ,���!�,
�� ��!��� � � � � � . ) �� �6�����4 ��� �������

� ���! �%U����0(�

�, �! $ �� #�+�*,� ��0, � ,���!� �� ��!��� 
@. 3� ��� ,�� �� ��� �������, �, ���
*!��! �� ��� ,��, $ � 4$ � 4� � � 4$ � 4� � � . 3�!+� ��+ � $ � �, 9!���4 ��!+� +�*! ��#��4
�� ����� /, ���� %�.
�( ���� ��� *!��! �, +�*! ��#��.

Not EverythingIs Computable

3�!+� ����� ��� ��!�2	 � +�*! ��#�� ! * � #�� �� +���*��� �������,4 �� ����� /, ����
����� ��� �����, �! /��� +�! #� +���*���. ) � � �6�����4 ����� ��� �! *!+�*! ��#��
! * � #�� �� �*!+���!, �� �2� � � � � . 3� ����� ��� �������, �� +��+*���� �!�2 �
+�*! ��#�� ,�� �� ���,� �*!+���!,.

>�! �! 2 ���� ! * � #�� #� +���*��� �� �! 2 �� �! ! * � #�� �� ��+���� ���+�,C
1�� �!,/ �� �, !�. 1�� ���,�! �, ���� ����� ��� ��!�2	 � +�*! ��#�� ! * � #�� ��
+���*��� �������, %�.
�( #*� ��� ,�� �� ���� ! * � #��, �, *!+�*! ��#��. 1��������4
����� ��� �!�2 � +�*! ��#�� ! * � #�� �� +���*��#�� ! * � #��, �! & #�+�*,� ��+ �
+���*��#�� ! * � #�� !���, � ������� �� +���*�� ��. �� / � ����  � ��� +���*��#��
! * � #��, ���� &4 ��� ��,*���!� ,�� �, ,���� *!+�*! ��#��. >�! 2� * ,�� /� 2C 3�
��,� ���� ! * � #��, +�!!�� #� +���*���.

1�� �����!�� ! * � #��, +�! #� +���*���4 �!� ����� ��� ��,� ��! 2 �������!��
! * � #��, ���� +�! #� +���*���. G� �, ��� ��,� ����*, �6����� �� � +���*��#��
�������!�� ! * � #��. �! ��+�4 ����� ��� +�*! ��#�2 �!9!����2 ��! 2 +���*��#�� ����8
���!�� ! * � #��,.

HigherCardinalities

��0, ��,2 �� 9!� �!9!��� ,��, ��  �!� ��! 2 ��I���! � +����!������, #�+�*,� >�! ���
���  �� ���� ����� ��� ���� ,*#,��, �� � ,�� ���! ����� ��� �����! �, �� ��� ,��.
�! ����� / ���,4 ��� �! 2 ,�� � 4 / � � �  �

Theorem (2.14)

�	 � � �� � / ��%	 (� �
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� � -!� / ���, �, ��*� ��� 9!��� ,��,. ?*� ��0, ��,� ��*� ��� �!9!��� ,��,. � �0��
��,+*,, ��� ��� �� �! �! �6��+�,�. ����+� ���� �� � �, +�*! ��#�2 �!9!���4 ���! / �
+�! +�!+�*�� ���� %�.
&( ���� � � / ��%� ( �, *!+�*! ��#��. 3�4 ��� �6�����4 / � +�!
+�!+�*�� ���� � � / ��%�( �, *!+�*! ��#��.

) � � �!����� �6�����4 / � ���� � / �!��� �� / ��! 2 � �I���! � ��!�*���, �����
��� �  �� � 9!��� �����# �� ,*+ � � , � � 4  � . 3�!+� � ��!�*��� �  �� � � 4  � �, � ,��
�� ,���!�, �  �� � � 4 � 4�� ����� /, ���� ,*+ � � ��!�*��� �, � ,*#,�� �� � � 4 � P4���
,�� �� ��� ,���!�, �  �� � � 4 � . 3� ��� ,�� �� ��� ��!�*���, �  �� � � 4 � �, � � / ��%� � 4
 � P(. ) ��� %�.

( / � +�! +�!+�*�� ���� � � 4  � P �, +�*! ��#�2 �!9!���. �! �����
/ ���,4 / � ��  � �� � 4 � P� : �� �. 3� / � +�! *,� %�.
&( �� �#���!

�� � : �� � 4 � P� � �� � / ��%� � 4 � P(�.

1��������4 � � / ��%� � 4 � P( �, *!+�*! ��#��4 /��+ � �, ��� ,��� �, ,� 2�!� ���� �����
��� *!+�*! ��#�2 ��! 2 ��!�*���, �  �� ��� �����# �� � � 4 � . < � +�*�,�4 ���, ��!8
�����$�, �� �! 2 9!��� �����# ��. 3� / � ��  � ��� ����� /�!� ,������! �.

Theorem (2.15)
1���� ��� *!+�*! ��#�2 ��! 2 ��!�*���, �  �� � 9!��� �����# ��

� � +�! *,� %�.
&( �� 9!� �!9!��� ,�5*�!+�, �� ,��, �� ������ �!� ������
+����!���� 2. ) � � �6�����4 / � ��  �

�� � � �� � / ��%� (� � �� � / ��%� � / ��%� (( � � ���

>�! / � �,,� +���� ���,� ,��, /��� ���� �������� ,��,C 3*��4 �� +�! #� ,�� /! ����
�&� : �� � / ��%� (�4/��+ � / �0�� ��,+*,, �! �! �6��+�,�. 3� / � ��  �

�� � � �&� � �� � / ��%� � / ��%� (( � � ���

�, ����� �! 2 � / ���8-!� /!	 ,�� � ,*+ � ���� �� � : �� � / ��%� � / ��%� (( �C 3�!+�
��� ���� ! * � #��, ��� ���� �!�*�� �� �����!�4 �� / +�! / � +�������!� ��� ���
�����! �, �! � � / ��%� � / ��%� ((C "*+ -��2 4 �! +���*��� ,+��!+� / � /��� ,�����4 ��
� ��4 ��  � � ++�,��! �� / ���2 �# �*� ,��, ��  �!� ������ +����!���� 2 ���! ��� ,�� ��
���� ! * � #��,.

TheContinuumHypothesis

� �0�� +��,� ��� ��,+*,,��! /��� � 5*�,���!; �, ����� � ,�� � /��,� +����!���� 2
�, #� � / ��! ���� �� � �!� ���� �� ��� ���� ! * � #��, &C � ! ����� / ���,4 �� �,
����� �6�,� � ,�� � ,*+ � ���� �� � � �3� � �&�C 1�� �!,/ �� �, ���� !� �!� -!� /,.
�! ����,��!��2 4�� ��, #��! ,�� /! ���� � ����� /�� �,,*�� ���� ��� �!,/ �� �, 2� ,
/ �!0� �*! �! �� �! 2 +�! �����+���!, #2 *,�!� ��� �,,*�����! �! ����� ���,�!�!�.
3�������2 4�� ��, #��! ,�� /! ���� � ����� /�� �,,*�� ���� ��� �!,/ �� �, !� / �!0�
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�*! �! �� �! 2 +�! �����+���!, #2 *,�!� ��� �,,*�����! �! ����� ���*��! �,X 1��
�,,*�����! ���� ��� �!,/ �� �, !� �, +����� ��� 	 
������� ��� 
������ .

�� / � �++��� ��� +�! ��! **� � 2� ����,�,4 ���! / � +�! *,� �� �, ���� �� � ��� ��
��+ �!�5*�. ) � � �6�����4 ,*�� �,� ���� ��� ,��� ,�� � / � +�! ,�� / ���� �� � �
�� � � �&�. 1��! / � +�! +�!+�*�� ���� �� � : �� � #2 ��� +�! ��! **� � 2� ����,�,.

Exercises

�	�	�� ����

�� )�!� ��� +����!���� 2 � � ��+ � ,�� #2 �,��#��,��!� � #�7�+���! #� � / ��! �� �!� �
,�� �� ��� ���� � �4 
4 � � � 4� � .

�� � � � B @� � � 
 � � � B @� 
�� � .
#. � � � � � � � � � � � @��� .
�� � �4 @4D4

4 
&4 
�4 � � � 4&&4&�� .

%
�� ��/
� )���	�� ����

�� 3�� / ���� ��+ � � � ��� ����� /�!� ,��, �, +�*! ��#�� #2 �,��#��,��!� � #�7�+���!
#� � / ��! ��� ,�� �!� � .

�� 1�� ,�� �� � �! !��*��� ! * � #��,.
#. 1�� ,�� �� !����� � �! �����,.
�� 1�� ,�� �� ,���!�, �  �� � � � .
�. 1�� ,�� �� ��,�, �  �� � � � ���� ��  � �  �! ��!���.
�� 1�� ,�� ( �� �! �����,.
�. 1�� ,�� �� � � � �! �����,.
&� 1�� ,�� �� � �! �! �����,.

�� K,� %�.
�( �� ,�� / ���� ��+ � � � ��� ����� /�!� ,��, �, +�*! ��#�� #2 ��,+��#�!�
��� ,�� �, �, � *!��! �� +�*! ��#�� ,��,.

�� 1�� ,�� �� ,���!�, �  �� � � 4 � �� ���� ��  � � �� ��!���.
#. 1�� ,�� �� ��� ��,�, �  �� � �4  � .
�� 1�� ,�� �� ��� #�!��2 ����, �  �� � � 4 � .
�. � � � � � .

�	�&
��
	0��	
�

�� ) � � ��+ � +�*! ��#�� ,�� �� �!9!��� ,�5*�!+�,4 *,� �����!���$����! %�.
�( ��
+�!,��*+� �! �!9!��� ,�5*�!+� �� ��� ,��� �2� � ���� �, !�� �! ��� ,��.

�� � %� � %�(4� � %
(4� � � 4� � %� (4� � � (� � � %) ( � � �����4 / ���� � ��� � 4) � � � .
#. � %� %� 4 �(4 � %� 4 
(4 � � � 4 � %� 4 � (4 � � � ( � � %� 4 ) ( � � � 4  4 	 � ��� � 4

) � 
 � .
�� �� � � � 4� � � 4� � � 4� �� 4� � � � . � � �� � � �4 &4�4 D� ��� � 4) � � � .
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�� 1� ,�� / ���� � � / ��%� ( �, *!+�*! ��#��4 / � +�! ��� +��� #2 / � 2 � � +�! �����+8
���!. A,,*�� ���� �� �, +�*! ��#��4 ,� ���� ��� ��� ,*#,��, �� � +�! #� ��,���
� � 4� � 4� � 4� � � 4� � 4� � � . >������� ��� ��� �� #2 9!��!� � / � 2 �� �����,�! �
��+ � ,*#,�� �� � �, �! �!9!��� ,�5*�!+� �� 
0, �!� �0,4 /���� 
 ���!, ��*�
�!� � ���!, ���,�. 1��! � +�! �����+���! ���,�� #2 *,�!� �����!���$����!
%�.
�( �� +�!,��*+� �! �!9!��� ,�5*�!+� �� ��� ,��� �2� � ���� �����,�! �, �
,*#,�� �� � ���� �, !�� ��,���.

#$
 
�� ��� %��

��&��

�. 3�� / ���� �� � �, *!+�*! ��#�� �!� � �, � +�*! ��#�� ,*#,�� �� � 4 ���! ���
,�� � ' � �, *!+�*! ��#��.

 � G��  � ��+ � ,������! � � #�*� +�*! ��#�� ,��,;

�� A! 2 ,*#,�� �� � +�*! ��#�� ,�� �, +�*! ��#��.
#. A! 2 ����� �� � +�*! ��#�� ,�� �, +�*! ��#��.

!� "�� � #� � +�*! ��#�2 �!9!��� �����# �� � : � � � 4� � 4� � 4� � � � . "�� � P��!���
��� ,�� �� ��� ,���!�, �  �� � . ) �� ��+ � � � � 4 ��� � � ��!��� ��� ,�� �� ���
,���!�, �! � P � �  �!� ��!��� � .

�� 3�� / ���� � � �, +�*! ��#�� ��� � � �. 0���1 K,� %�.
�(.
#. 3�� / ���� � P �, +�*! ��#��. 0���1 K,� %�.
�( �!� ���� %�(.

"� "�� 9!���% � ( ��!��� ��� ,�� �� ��� 9!��� ,*#,��, �� � . K,� %�.
�( �� ,�� /
���� 9!���% � ( �, +�*! ��#��.
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�����! � � � � +�! #� �,,� +����� /��� � � � � � � / ��%� (4 �� ����� /, ����
�� � � � � � / ��%� (�. 1� ,�� / ���� �� � � �� � / ��%� (� / �0�� �,,*��4 #2 / � 2
�� +�! �����+���!4 ���� ����� �, � #�7�+���! � � � � / ��%� (. 3� ��+ � � � � �,
�,,� +����� /��� � ,*#,�� � � �� � . � � / 4��9!� ��� ����� /�!� ,*#,�� �� � .

� : � � � � � � �� � � � .

3�!+� � �, � ,*#,�� �� � 4�*� �,,*��� #�7�+���! ����, *, ���� ����� � *,� #�
�! �����! � � �! � ���� �, �,,� +����� /��� � . � ! ����� / ���,4 � � : � . )�!� �
+�! �����+���! #2 �#,�� �!� /���� � �, �!� /���� �� �, !��.

2.5 ChapterSummary
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�!� ,*#,��, �� � ��  � ���8�����, �! � . 1�� ����� �� � �, ��� ��!�� �� � . G������
�*!+���!, !��� !�� #� ��9!�� ��� ��� �����! �����! �,.

3��� �*!+���!, ���� ��� �����+*����2 *,��*� �! +���*��� ,+��!+� ��� F� ��4
+����!�4 ������,� +����! �� �,�� %/��� ��� �,,� +����� �� �,��! ���������(4 �� �4
�!� ���.

>��� �,����! �, � � � / ���*� �� �� ��� +�!,��*+��!� !�/ �*!+���!, ���� -!� /!
�*!+���!,. 1���� �*!+���!, ���� ��� *,��*� �! ���������!� /��� ��,�, ��� ,�8
5*�!+�4 ��,���#*��4 �!� ����,. 1�� ��� �*!+���! �, � *,��*� �� �� ��� +���*��!�
��,�, ��  ��*�, �� � �*!+���!.

1���� ��� ����! � ���� �����, �� �*!+���!, ���� ���� / * , � � +������ ,��, ���
�!7�+�� �4 ,*�7�+�� �4 �!� #�7�+�� �. 1��,� ���� �����, ��� *,��*� �! ��,+��#�!� ���
�����!���� ���!+���� �!� �! / ��-�!� /��� +�����, �!� ��,� �*!+���!,. 1��,�
���� �����, ��� ��,� *,��*� �! +������!� ��� +����!���� 2 � � ,��,.

A ,�� �, +�*! ��#�� �� �� �, 9!��� �� ��, ��� ,��� +����!���� 2 � , ��� ,�� ��
!��*��� ! * � #��,. >�*! ��#�� *!��!, �� +�*! ��#�� ,��, ��� +�*! ��#��. 1�� ,�� ��
��� +���*��� �������, �, +�*! ��#��. 1�� �����!���$����! ��+ �!�5*� +�! #� *,��
�� ,�� / ���� � +�*! ��#�� ��,��!� �, !�� �6��*,�� �. �� +�! ��,� #� *,�� �� ,�� /
���� ,��� ,��,4 ,*+ � � , ��� ���� ! * � #��,4 ��� *!+�*! ��#��. 3� / � +�!0� +���*��
��� ��� ���� ! * � #��,. A! 2 ,�� ��, ,������ +����!���� 2 ���! ��, � � / � � ,��4 � �!
/��! ��� ,�� �, �!9!���.


