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chapter 3

Construction 
Techniques
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" � #���$%�#$ �� �& '�#$( ) � ���* ��+� ���* �, *��#%��$���- �, ) �.%� /�# �0 ( $��
*��#%��$��� +��� $ ��#/�*� � #���$%�#$��� $�#���1��- 2$��%)���( ) � +� 0 ���* $�
��� ��% )�$� ��* ��% �3� �%���#� $� #���$%�#$ $�� �& '�#$- "��� #���$�% ,� #����
�� ������� ��+� #���$%�#$��� �3� �%���#�-

"�� ��/0 ) � 0 $� /��%� � $�#���1�� �� $� ��� �$ �� � )�*� 4�%��$0 � , �%�&/�+�-
5 �.// �%���� $ ��# � $�#���1�� �� $�� ,%�+�) �%� �, �& '�#$� $��$ � ##�%�� #�+��$�%
�#���#�( ��* �� ) � �� �/���( ) �.// �3$��* ��% ��� )/�*�� �, $���� �& '�#$�- 5 �.//
&���� &0 �� $%�*�#��� $�� $�#���1�� �, ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% ��$�- "��� ) �.//
*��#��� $�#���1��� ,�% *��#%�&��� %�#�%��4�/0 *�6��* ,��#$���� ��* �%�#�*�%��-
7��$ &�$ ��$ /���$( ) �.// �� $%�*�#� �%�++�%� ,�%*��#%�&��� ��$� �, �$%����-

"��%� �%� ����//0 $) � ��%$� $� ��/4��� � �%�&/�+- "�� 6%�$�� $� ����� �$ �
��/�$��� ��* $�� ��#��* �� $� 4�%�,0$��$ $�� ����� �� #�%%�#$-"�� ,� #�� �, $���
#���$�% �� $� �� $%�*�#� $�#���1��� $� ��/� �� +�� � � � � * �������- 5 �.// ����//0
#��# � � ,�) #���� $� ��$��,0 ��%��/4 �� $��$ ��% ������� �%� #�%%�#$-�� $�� ��3$
#���$�% ) �.// �$�*0 ��*�#$�4 � �%��, $�#���1��� $��$ #�� &� ���* $� �#$��//0 �%�4�
#�%%�#$���� �, #/��+� �& ��$ �& '�#$� #���$%�#$�* &0 $�� $�#���1��� �, $��� #���$�%-
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��1�� &0 *�6���� 4�%���� ��$� �, � � + &�%�( �$%����( /��$�( &���%0 $%���( ��*
9�%$����� �%�*�#$�-

�� �
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�%�&/�+ ��* $�� � � ) � %��$ �%�&/�+( ��* ) �.// #���$%�#$ ��+� ,��#$���� ,�%
��6��$� ��1���#��-

�� �
	�� ��� �� $%�*�#�� $�� �*�� �, � �%�++�% �� � ) � 0 $� *��#%�&� � /�������-
5 �.// ��� $��$ �%�++�%� *��#%�&� $�� �$%���� �, � /������� �� �� ��*�#$�4 �
,������( ��* ) �.// ��� $��$ $��0 �%�4�*� %�#�%��4� %�/�� ,�%$��$��� )��$��% �
�$%��� &�/���� $� � /�������-

3.1 InductivelyDefinedSets

5��� ) � )%�$� *� )� �� ��,�%+�/ �$�$�+�� $ ��# � � � � : � �( ;( �( �( � � � � ( +��$
�, �� )�// ��%�� $��$ ) � +��� $�� ��$ � : � 
 � < � � � � � � - =��$��% ) � 0 $�
*��#%�&� � �� $� �&��%4� $��$ � � � ( $��$ � � � �+�/��� � < 
 � � ( ��* $��$ $��
��/0 ) � 0 � � �/�+�� $ ��$� �� � �� &0 $�� �%�4���� $) � �$���- "��� *��#%��$��� ���
$�%�� ���%�*��� $�( )��# � ) �.// �$�$� ��,�%+�//0 �� ,�//� )�>

�� "��%� �� � �$�%$��� �/�+�� $ � � �� $��� #���!-

�� "��%� �� � #���$%�#$��� �� �%�$��� $� &��/* ��) �/�+�� $� ,%�+ �3��$��� �/�8
+�� $� ��**�$��� &0 
 �� $��� #���!-

�� "��%� �� � �$�$�+�� $ $��$ �� �$��% �/�+�� $� �%� �� $�� ��$-

Definition of InductiveDefinition

"��� �%�#��� �� �� �3�+�/� �, �� 	����
	�� ����	
	�� �, � ��$- "�� ��$ �, �& '�#$�
*�6��* �� #�//�* �� 	����
	�� ��
 - = � ��*�#$�4 � ��$ #�����$� �, �& '�#$� $��$ �%�
#���$%�#$�*( �� ��+� ) � 0( ,%�+ �& '�#$� $��$ �%� �/%��*0 �� $�� ��$- ?� ��$����
#�� &� #���$%�#$�* ��/��� $��%� �� �$ /���$ ��� �& '�#$ �� $�� ��$ $� �$�%$$��
�%�#���- ��*�#$�4 � ��$� �%� �+� �%$��$ �� #�+��$�% �#���#� &�#���� $�� �& '�#$�
#�� &� ���* $� %��%���� $ ��,�%+�$��� ��* $�� #���$%�#$��� %�/�� #�� �,$�� &�
�%��%�++�*- 5 � ��4 � $�� ,�//� )��� ,�%+�/ *�6��$���-

An inductive definition of a set S consists of threesteps: (3.1)

���	�� ?� �#�,0 ��� �%+�%� �/�+�� $� �, � -

 ����
	��� @�4� ��� �%+�%� %�/�� $� #���$%�#$ ��) �/�+�� $� �, � ,%�+ �38
��$��� �/�+�� $� �, � -

!
���� �� ?$�$� $��$ � #�����$� �3�#$/0 �, $�� �/�+�� $� �&$����* &0 $��
&���� ��* ��*�#$��� �$���- "��� �$�� �� ����//0 ����+�* %�$��%
$��� �$�$�* �3�/�#�$/0 -

"�� #/���%� �$�� �� � 4�%0�+� �%$��$ ��%$ �, $�� *�6��$���- 5�$���$ �$($��%�
#��/* &� /�$� �, ��$� ��$��,0��� $�� 6%�$$) � �$��� �, �� ��*�#$�4 � *�6��$���- A� %
�3�+�/�( $�� $) � ��$� � ��* � �( ;( �( � � � � &�$� #�� $��� $�� � � + &�%�( ��* �, �
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�� �� ��$��% ��$( $��� �� �� � < 
 - �$.� $�� #/���%� �$�$�+�� $ $��$ $�//� �� $��$ $��
��/0 ��$ *�6��* &0 $�� &���� ��* ��*�#$��� �$��� �� � �( ;( �( � � � � - ?� $�� #/���%�
�$�$�+�� $ $�//� �� $��$ ) �.%� *�6���� �3�#$/0 ��� ��$( ��+�/0 ( $�� �+�//��$ ��$
��$��,0��� $�� &���� ��* ��*�#$��� �$���- 5 �.// �/) � 0� �+�$ $�� �� �#�6# +�� $���
�, #/���%� �� ��% ��*�#$�4 � *�6��$����-

"�� � ���
���
��� �, �� ��*�#$�4 � ��$ �%� $�� &���� �/�+�� $� ��* $�� %�/�� ,�%
#���$%�#$��� ��) �/�+�� $�- A� %�3�+�/�( $�� ��*�#$�4 � ��$ � �( ;( �( �( � � � � ���
$) � #���$%�#$�%�($�� � � + &�%� ��* $�� �� �%�$��� �, �**��� 
 $� � � �+ &�%-

A� %$�� %��$�, $��� ��#$��� ) �.// ��� $�� $�#���1�� �, ��*�#$�4 � *�6��$��� $�
#���$%�#$ ��$� �, �& '�#$� $��$ �%� �,$�� ���* �� #�+��$�% �#���#�-

3.1.1 Numbers

"�� ��$ �, ��$�%�/ � � + &�%�� : � �( �( 
( � � � � �� �� ��*�#$�4 � ��$- �$� &���� �/�+�� $
�� �( ��* ) � #�� #���$%�#$ � ��) �/�+�� $ ,%�+ �� �3��$��� ��� &0 �**��� $��
� � + &�%�- ?� ) � #�� )%�$� �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%� �� $�� ,�//� )��� ) � 0-

���	�� � � � -

 ����
	��� �, � � � ( $��� � < � � � -

"�� #���$%�#$�%� �, � �%� $�� �� $���% � ��* $�� �� �%�$��� $��$ �**� � $� � �
�/�+�� $ � , � - "�� �� �%�$��� �, �**��� � $� � �� #�//�* $�� ��� � ����� ,��#$���(
)��# � ) � )%�$� ��

��##� � ! : � < � -

B���� $�� ��##����% ,��#$���( ) � #�� %�)%�$�$�� ��*�#$��� �$�� �� $�� �& � 4�
*�6��$��� �, � �� $�� �/$�%��$�4 � ,�%+

�, � � � ( $��� ��##� � ! � � -

?� ) � #�� �� 0 $��$ � �� �� ��*�#$�4 � ��$ )�$� $) � #���$%�#$�%�( � ��* ��##-

example 3.1 SomeFamiliar Odd Numbers

5 �.// ��4 � � � ��*�#$�4 � *�6��$��� �, � : � �( �( �( �;( ��( � � � � - 2 , #��%��( $��
&���� #��� ����/* �/�#� � �� � - �, � � � ( $��� ) � #�� #���$%�#$ ���$��% �/�+�� $
�, � )�$� $�� �3�%������ 
 � < � - ?� $�� #���$%�#$�%� �, � �%� $�� � � + &�%� ��*
$�� �� �%�$��� �, + �/$��/0��� &0 
 ��* �**��� �- =� ��*�#$�4 � *�6��$��� �, � #��
&� )%�$$�� �� ,�//� )�>

���	�� � � � -

 ����
	��� �, � � � ( $��� 
 � < � � � -

end example
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example 3.2 SomeEven and Odd Numbers

�� $�� ,�//� )��� ��$ ��*�#$�4 �C

� : � 
( �( D(�( �( ��( �;( �
( � � � � -

�$ +��� $ &� �����% �, ) � $���� �, � �� $�� ����� �, $�� $) � ��$�

� : � 
( D(�( �
( � � � � ��* ! : � �( �( ��( �;( � � � � -

E�$� $���� ��$� �%� ��*�#$�4 �- "�� #���$%�#$�%� �, � �%� $�� � � + &�%
 ��* $��
�� �%�$��� �, + �/$��/0��� &0 
- "�� #���$%�#$�%� �, ! �%� $�� � � + &�%� ��* $��
�� �%�$��� �, �**��� &0 D- 5 � #�� #�+ &��� $���� *�6��$���� $� ��4 � � � ��*�#$�4 �
*�6��$��� �, � -

���	�� 
( � � � -

 ����
	��� �, � � � ��* � �� � **( $��� � < D � � -

�, � � � ��* � �� �4 ��( $��� 
 � � � -

"��� �3�+�/� ��� )� $��$ $��%� #�� &� +�%� $��� ��� &���� �/�+�� $(+�%� $���
��� ��*�#$��� %�/�( ��* $��$� #�� &� ��#/�*�*-

end example

example 3.3 Communicatingwith a Robot

?��� ��� ) � ) � � $$� #�++ ���#�$� $�� �*�� �, $�� ��$�%�/ � � + &�%�$� � %�&�$ $��$
��� )� �& ��$ ,��#$����( ��� � /� ��� ��$��� �, ��$�( ��* #�� ,�//� ) � � ��*�#$�4 �
*�6��$���- ?0+ &�/� /�� � � ( � ( � � � ( ��* < +�� � � � ����� $� $�� %�&�$- �� ) #��
) � #�� 4� 0 $�� �*�� �, � C 5 �.// $�// $�� %�&�$ $��$ " �� $�� ��+� �, $�� ��$ ) �
) � � $ $� #���$%�#$-

?��� ��� ) � �$�%$&0 $�//��� $�� %�&�$ $� ��$ $�� �0+ &� / � �� " - A�% $��
��*�#$��� #��� ) � ���* $� $�// $�� %�&�$ �& ��$ $�� ��##����% ,��#$���- 5 � $�//
$�� %�&�$ $��$ � > " � " �� � ,��#$���( ��* )����4 �%�� �/�+�� $ � � " ( $���
��$ $�� �/�+�� $ � � � ! � " - =,$�%� �����( $�� %�&�$ �� 0�( � " : � � � &�#���� �.+
/�$$��� � &� $�� ,��#$��� *�6��* &0 � ��! : �-	

?��#� ) � *��.$ ) � � $ � ��! : � ( ) � � � 4� $� $�// $�� %�&�$ $��$ � ��! C � - "���
$�� %�&�$ �� 0�( � " : � �( � ��! � &�#���� � � � ��!! : � -	 ?� ) � $�// $�� %�&�$ $��$
� � � ��!! �: � - ?��#� $��� #��/* �� �� ,�%�4�%(/�$.� $�// $�� %�&�$ $��$ � � � ! * � � � � � $
�1��/ �� 0 �%�4����/0 *�6��* �/�+�� $- F� ) � �� 4� �$CG��- "�� %�&�$ %��� ��*�
)�$� � " : � �( � ��!( � � � ��!!( � � � � � ��!!!( � � � � -	 ?� ) � #�� ��4 � $�� %�&�$ $��
,�//� )��� *�6��$���>

���	�� � � " -

 ����
	��� �, � � " ( $��� ��$ � � � ! � " ( )��%� � � � ! �: � ��* � � � ! �� ��$ �1��/
$� �� 0 �%�4����/0 *�6��* �/�+�� $ � , " -



���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

	�� � ���
������ � ������� ���� ���

"��� *�6��$��� �, $�� ��$�%�/ � � + &�%���/��� )�$� � #/���%� �$�$�+�� $��� *��
$� $�� +�$��+�$�#��� ��* /���#��� @������ � H���� ���;� ���
!-

end example

example 3.4 Communicatingwith Another Robot

?��� ��� ) � ) � � $ $� *�6�� $�� ��$�%�/ � � + &�%� ,�% � %�&�$ $��$ ��� )� �& ��$
��$� ��* #�� ,�//� ) � � ��*�#$�4 � *�6��$���- �� ) #�� ) � #�� 4� 0 $�� �*�� �, � $�
$�� %�&�$C ?��#� ) � #�� ��� ��/0 $�� ��$�$��� �, ��$�( /�$.� ��� � $� �$��* ,�%
$�� � � + &�%�-

5��$ �& ��$ $�� � � + &�%�C 9�� ) � ��+��� ) #�� 4� 0 $�� �*�� �, � �����
$�� �+�$ 0 ��$C 7�$.� /�$ � � � �$��* ,�% �- 5��$ �& ��$ 
C 5 � #��.$ ��� � � (
� � ( &�#���� � � ( � � : � � � - 7�$.� /�$ � � ( � � �� �$��* ,�% 
 &�#���� �$ ��� $) �
*��$��#$ �/�+�� $�- ��$�#� $�� /�$$/� ��$$�%� ) � �� 4� �����> �, � �� $�� ��$ �$��*���
,�%� � �+ &�%($��� � � � � � �$��*� ,�%$�� ��##����% �, $�� � � + &�%-

?$�%$��� )�$� � �� $�� &���� �/�+�� $() � �� 4� �� ��*�#$�4 � *�6��$���- 7�$$���
"�
 &� $�� ��$ $��$ ) � �%� *�6���� ,�%$�� %�&�$( ) � �� 4� $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 �
*�6��$���-

���	�� � � "�
 -

 ����
	��� �, � � "�
 ( $��� � � � � � � "�
 -

A� %�3�+�/�( ���#� 
 �� %��%���� $�* &0 $�� ��$ � � ( � � �� ( $�� � � + &�%� �� %��%�8
��� $�* &0 $�� ��$

� � � � � � � � � � � � � � ��� : � � � � � � � � � � � � ��� �

"��� �� ��$ ,��- =,$�%� )��/� ) � +��� $$%0$� �� $%�*�#� ��+� �, ��% � ) � ��$�$���
$� $�� %�&�$- A� %�3�+�/�( ) �.// �� $%�*�#� $�� *�#�+�/ � �+�%�/� �� $�� ,�//� )���
)�0 -

� : � �

� : � � � � � �


 : � � � � � �

---

�� ) ) � #�� $���� �& ��$ $�� ��$�%�/ � � + &�%� �� $�� ,�//� )��� ) � 0-

� : � � � � � � � � � � : � � � �


 : � � � � � : � � � � � � � : � � � � � �

---

"��%�,�%�( ��# � � �+ &� %�� $�� ��$ �, � � + &�%� $��$ �%�#�*� �$-
end example
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3.1.2 Strings

5 � �,$�� *�6�� �$%���� �, $����� ��*�#$�4 �/0 )�$���$ �4 �� $������� �& ��$ �$- A� %
�3�+�/�( �� ���� �#�� �/ �/��&%� ) � +��� $ � � 0 $��$ �� �/��&%��# �3�%������ ��
��$��% � � �+ &� %� %� 4�%��&/�( ��* �, � ��* � �%� �/��&%��# �3�%�������( $��� ��
�%� � � !( � < � ( �  � ( �� ( ��* � � � - ?� $�� ��$ �, �/��&%��# �3�%������� �� �
��$ �, �$%����- A� %�3�+�/�( �, � ��* # �%� 4�%��&/��( $��� $�� ,�//� )��� �$%����
�%� �/��&%��# �3�%�������-

� ( #( 
;( 
; � ( � < #( �D� < ; #!( � � < #!�
 #� !( � � � D-

�, ) � /�� �( ) � #�� +�� � ��% *�6��$��� +�%� ,�%+�/ &0 �� �#�,0��� $�� &���� ��*
��*�#$��� ��%$�- A� %�3�+�/�( �, ) � /�$ $ *���$� $�� ��$ �, �/��&%��# �3�%�������
�� ) � �� 4� *��#%�&�* $��+( $��� ) � �� 4� $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%
$-

���	�� �, � �� � 4�%��&/� �%� � �+ &�%($��� � � $ -

 ����
	��� �, � ( � � $ ( $��� � � !( � < � ( �  � ( �� ( � � � � $ -

7�$.� %�#�// $��$ ,�% �� �/���& �$ � ( $�� ��$ �, �// �$%���� � 4� %� �� *���$�*
&0 � I- "��� ��$ ��� $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$���-

All Strings over A (3.2)

���	�� J � � I-

 ����
	��� �, � � � I ��* � � � ( $��� �� � � I-

5 � ����/* ��$� $��$ )��� ) � �/�#� $) � �$%���� ��3$ $� ��# � �$��% �� '�3$�8
� ���$��� $� ,�%+ � ��) �$%���( ) � �%� #��#�$���$��� $�� $) � �$%����- ?�( ,%�+
� #�+��$�$����/ � ��� $ � , 4��)( #��#�$���$��� �� $�� �� �%�$��� ) � �%� ����� $�
#���$%�#$ ��) �$%����-

��#�// $��$ �� 0 ��$ �, �$%���� �� #�//�* � 
��%��%�� �, � �� �� �/���& �$( $���
�� 0 /������� � 4� %� �� ��� �, $�� ��&��$� �, � I- K�� 0 /�������� #�� &� *�6��*
��*�#$�4 �/0- ��%� �%� ��+� �3�+�/��-

example 3.5 ThreeLanguages

5 �.// ��4 � � � ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � � , $�%�� /��������-

�- � : � � ( �� ( ��� ( ���� ( � � � � : � �� � � � � � � -

��,�%+�//0 ( ) � #�� �� 0 $��$ $�� �$%���� �, � #�����$ �, $�� /�$$�%� ,�//� ) � * &0
L�%� �%+�%� � .�- E�$ ) � #�� �/�� �� 0 $��$ $�� /�$$�%� �� �� � ( ��* �, � �� � �$%���
�� � ( $��� �� �� �� - "��� ��4 �� �� �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%� -
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���	�� � � � -

 ����
	��� �, � � � ( $��� �� � � -


- � : � J ( �� ( ���� ( ������ ( � � � � : � � � � � � � � � � -

��,�%+�//0 ( ) � #�� �� 0 $��$ $�� �$%���� �, � #�����$ �, �� 0 � �+ &� %� , � .� ,�//� ) � *
&0 $�� ��+� � � + &�%�, � .�- E�$ ) � #�� �/�� �� 0 $��$ $�� �+�$ 0 �$%��� J �� �� � (
��* �, � �� � �$%��� �� � ( $��� �� �� ��� - "��� ��4 �� �� �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%
� -

���	�� J � � -

 ����
	��� �, � � � ( $��� ��� � � -

�- � : � J ( �� ( �� �� ( �� �� �� ( � � � � : � � �� ! � � � � � � -

��,�%+�//0 ( ) � #�� �� 0 $��$ $�� �$%���� �, � #�����$ �, �� 0 � �+ &� %� , �� ���%�-
E�$ ) � #�� �/�� �� 0 $��$ $�� �+�$ 0 �$%��� J �� �� � ( ��* �, � �� � �$%��� �� � (
$��� �� �� ��� - "��� ��4 �� �� �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%� -

���	�� J � � -

 ����
	��� �, � � � ( $��� ��� � � -

end example

example 3.6 DecimalNumerals

7�$.� ��4 � � � ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%$�� ��$ �, *�#�+�/ � �+�%�/�- ��#�// $��$ �
*�#�+�/ � �+�%�/ �� � ����+�$ 0 �$%��� �, *�#�+�/ *���$�- A� %�3�+�/�( 
�D� ��*
��
�
; �%� *�#�+�/ � �+�%�/�- �, ) � /�$ & *���$� $�� ��$ �, *�#�+�/ � �+�%�/�( ) �
#�� *��#%�&� & &0 �� 0��� $��$ �� 0 *�#�+�/ *���$ �� �� &( ��* �, � �� �� & ��* � ��
� *�#�+�/ *���$( $��� �� �� �� &- "��� ��4 �� �� $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$���
,�%& >

���	�� � �( �( 
( �( D(;( 
( �( �( � � 	 &-

 ����
	��� �, � � & ��* � �� � *�#�+�/ *���$( $��� �� � &-

end example



���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

��� ������� 	 � �
���� 
���
� �������
��

3.1.3 Lists

��#�// $��$ � /��$ �� �� �%*�%�* ��1���#� �, �/�+�� $�- 7�$.� $%0$� 6�* �� ��*�#$�4 �
*�6��$��� ,�%$�� ��$ �, /��$� )�$� �/�+�� $� ,%�+ � ��$ � - � � 9���$�% � ) � *���$�*
$�� ��$ �, �// /��$� � 4� %� &0 /��$�� � !( ��* ) �.// #�� $�� �� $� *� ��- 5 � �/��
+�� $����* $��$ ,%�+ � #�+��$�$����/ � ��� $ � , 4��) $�� ��/0 ��%$� �, � ����+�$ 0
/��$ $��$ #�� &� �##����* %��*�+/0 �%� �$� �� �� ��* �$� 
�	
 - ���* ��* $��/ �%�
��+�$�+�� #�//�* ���
���
��� ( ���#� $��0 �%� ���* $� *��$%�0 � /��$ �$�� � �$ ���%$!-
A� %�3�+�/�( $�� /��$ 
 � ( #( ' � ��� � �� �$� ���* ��* 
 #( ' � �� �$� $��/( )��# � ) �
)%�$� ��

���*� 
 � ( #( ' � ! : � ��* $��/� 
 � ( #( ' � ! : 
 #( ' � -

5 � �/�� �� $%�*�#�* $�� �� �%�$��� �#���	 $� #���$%�#$ /��$�( )��%� �, � ��
�� �/�+�� $ ��* 
 �� � /��$( $�� ��) /��$ )���� ���* �� � ��* )���� $��/ �� 
 ��
%��%���� $�* &0 $�� �3�%������

#���� � ( 
 !-

?� #��� �� � #���$%�#$�%�, /��$�- A� %�3�+�/�( ) � �� 4�

#���� �� 
 �� � � ! : 
 �� � � � �

#���� �� 
 � ! : 
 � � �

"�� �� �%�$���� #���( ���*( ��* $��/ ) �%� ��#�/0 $���$��%- A� %�3�+�/�( ) �
#�� )%�$�


 � ( #( ' � : #���� � ( 
 #( ' � ! : #�������*� 
 � ( #( ' � !( $��/� 
 � ( #( ' � !!-

?� �, ( �� �� 0 ����+�$ 0 /��$( $��� ) � �� 4� $�� �1��$���

( : #�������*� ( !( $��/� ( !!-

�� ) ) � � � 4� $�� �%�� �%$� �/�( �� /�$.� ��$ *� )� $� &������� ��* )%�$� ��
��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% /��$�� � !- ��,�%+�//0 ( ) � #�� �� 0 $��$ /��$�� � ! �� $�� ��$
�, �// �%*�%�* ��1���#�� �, �/�+�� $� $�� �� ,%�+ $�� ��$ � - E�$ ) � #�� �/�� �� 0
$��$ 
 � �� �� /��$�� � !( ��* �, ( �� �� /��$�� � !( $��� �� �� #���� � ( ( ! ,�%�� 0 � �� � -
"��� ��4 �� �� �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%/��$�� � !( )��# � ) � #�� �$�$� ,�%+�//0 ��
,�//� )�-

All Lists over A (3.3)

���	�� 
 � � /��$�� � !-

 ����
	��� �, � � � ��* ( � /��$�� � !( $��� #���� � ( ( ! � /��$�� � !-
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example 3.7 List Membership

7�$ � : � � ( � � - 5 �.// ��� ��-�! $� ��� ) � � ) ��+� /��$� &�#�+� +�+ &�%� �,
/��$�� � !- "�� &���� #��� ��$� 
 � � /��$�� � !- ?��#� � � � ��* 
 � � /��$�� � !( $��
��*�#$��� �$�� ��4 ��


 � � : #���� � ( 
 � ! � /��$�� � !-

�� $�� ��+� ) � 0 ) � ��$ 
 � � � /��$�� � !- �� ) ���#� � � � ��* 
 � � � /��$�� � !( $��
��*�#$��� �$�� ��$� 
 � ( � � � /��$�� � !- ?�+�/�%/0( ) � ��$ 
 � ( � � ( 
 � ( � � ( ��* 
 � ( � �
�� �/�+�� $� �, /��$�� � !( ��* �� ��-

end example

A NotationalConvenience

�$.� #�� 4����� $ )��� ) �%���� )�$� /��$� $� ��� �� ��63 ��$�$��� ,�% #��� $�
��+�/�,0 $�� ��$�$��� ,�% /��$ �3�%�������- 5 �.// ��� $�� *��&/� #�/�� �0+ &� / >>(
�� $��$ $�� ��63 ,�%+ �, #���� � ( ( ! � � � >>( -

� >>( -

A� %�3�+�/�( $�� /��$ 
 � ( � ( � � #�� &� #���$%�#$�* ����� #��� ��

#���� �� #���� �� #���� �� 
 � !!! : #���� �� #���� �� 
 � � !!

: #���� �� 
 �� � � !

: 
 �� �� � � �

B���� $�� ��63 ,�%+( ) � #���$%�#$ 
 � ( � ( � � �� ,�//� )�>

� >>� � >>� � >>
 � !! : � >>� � >>
 � � ! : � >>
 � ( � � : 
 � ( � ( � � -

"�� ��63 ,�%+ �, #��� �//� )� �� $� �+�$ ��%�� $����� &0 ��%����� $��$ >>�� %���$
���� #��$�4�- �� �$��% ) �%*�( � >>� >>( : � >>� � >>( !- "� �� ) � #�� %��%���� $
$�� /��$ 
 � ( � ( � � &0 )%�$���

� >>� >>� >>
 � ���$��* �, � >>� � >>� � >>
 � !!-

K�� 0 �%��%�++��� �%�&/�+� �� 4�/4 � �%�#������ *�$� %��%���� $�* &0 /��$�-
"�� �� �%�$���� #���( ���*( ��* $��/ �%�4�*� &���# $� �/� ,�%)%�$��� �%��%�+� $�
#%��$� ��* +�����/�$� /��$�- ?� $��0 �%� ��#����%0 ,�% �%��%�++�%�- �� ) /�$.�
/� �� �$ � ,�) �3�+�/��-

example 3.8 Lists of Binary Digits

?��� ��� ) � ���* $� *�6�� $�� ��$ � �, �// ����+�$ 0 /��$� � 4� %$�� ��$ � �( � � )�$�
$�� �%�� �%$0 $��$ �*'�#�� $ �/�+�� $� �� ��# � /��$ �%� *��$��#$- 5 � #�� ��$ �� �*��
�& ��$ � &0 /��$��� � ,�) �/�+�� $�>

� : �
 � � ( 
 � � ( 
 �( � � ( 
 �( � � ( 
 �( �( � � ( 
 �( �( � � ( � � � � -
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7�$.� $%0
 � � ��* 
 � � �� &���� �/�+�� $� �, � - "��� ) � #�� #���$%�#$ � ��) /��$
,%�+ � /��$ ( � � &0 $��$��� )��$��% ���*� ( ! �� � � %� - � , ���*� ( ! : �( $��� ) �
�/�#� � � $ $�� /�,$ �, ( - 2$��%)���( ) � �/�#� � � $ $�� /�,$ �, ( - ?� ) � #�� )%�$�
$�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%� -

���	�� 
 � � ( 
 � � � � -

 ����
	��� �, ( � � ��* ���*� ( ! : � ( $��� #�����( ( ! � � -
�, ( � � ��* ���*� ( ! : � ( $��� #�����( ( ! � � -

"�� ��63 ,�%+ �, $��� ��*�#$��� %�/�� /� ��� /�� �

�, ( � � ��* ���*� ( ! : � ( $��� � >> ( � � -
�, ( � � ��* ���*� ( ! : � ( $��� � >>( � � -

end example

example 3.9 Lists of Letters

?��� ��� ) � ���* $� *�6�� $�� ��$ � �, �// /��$� � 4� %� � ( � � $��$ &���� )�$� $��
����/� /�$$�%� ,�//� ) � * &0 L�%� �% +�%� � ##�%%��#�� �, � - 5 � #�� *��#%�&� �
��,�%+�//0 &0 )%�$��� � ,�) �, �$� �/�+�� $�>

� : �
 � � ( 
 � ( � � ( 
 � ( � ( � � ( 
 � ( � ( � ( � � ( � � � � -

�$ ���+� ���%��%��$� $� +�� � 
 � � $�� &���� �/�+�� $ � , � - "��� ) � #�� #���$%�#$
� ��) /��$ ,%�+ �� 0 /��$ ( � � &0 �$$�#���� $�� /�$$�%� �� $�� %���$ ��* �, ( - E�$
#��� �/�#�� ��) �/�+�� $� �$ $�� /�,$ ��* �, � /��$- 5 � #�� � 4�%#�+� $�� �%�&/�+
�� $�� ,�//� )��� ) � 0>

�, � � � ( $��� #���� � ( #���� � ( $��/� ( !! � � -

�� ��63 ,�%+ $�� �$�$�+�� $ %��*� �� ,�//� )�>

�, � � � ( $��� � >>� >>$��/� ( ! � � -

A� %�3�+�/�( �, ( : 
 � � ( $��� ) � #���$%�#$ $�� /��$

� >>� >>$��/� 
 � � ! : � >>� >>
 � : � >>
 � � : 
 � ( � � -

?� ) � �� 4� $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$��� �, � >

���	�� 
 � � � � -

 ����
	��� �, ( � � ( $��� � >>� >>$��/� ( ! � � -

end example
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example 3.10 All Possible Lists

9�� ) � 6�* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% $�� ��$ �, �// � ����&/� /��$� � 4� %� � ( � � (
��#/�*��� /��$� $��$ #�� #�� $��� �$��% /��$�C ?��� ��� ) � �$�%$)�$� /��$� �� 4��� �
�+�// � � + &�%�, �0+ &�/�( ��#/�*��� $�� �0+ &�/� 
 ��* � - "���( ,�%��# � � : 
 ( ) �
#�� )%�$� *� )� $�� /��$� +�*� �� �, � �0+ &�/� ���$ ��#/�*��� #�++��!- A���%�
�-� ��� )� $���� /��$���� ,�%$�� 6%�$,�) 4�/��� �, � -

�, ) � �$�%$)�$� $�� �+�$ 0 /��$ 
 � ( $��� )�$� � ��* � ) � #�� #���$%�#$ $�%��
+�%� /��$� �� ,�//� )�>

� >>
 � : 
 � � �

� >>
 � : 
 � � �


 � >>
 � : 

 �� �

�� ) �, ) � $�� � $���� $�%�� /��$� $���$��% )�$� 
 � ( $��� )�$� � ��* � ) � #��
#���$%�#$ +�� 0 +�%� /��$�- A� %�3�+�/�(

� >>
 � � : 
 �� � � �


 � � >>
 � : 

 � �� �



 �� >>
 � � : 


 � � � � � �


 � � >>

 �� : 
 �� 
 � � �

B���� $��� �*��( ) �.// +�� � � � ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% $�� ��$ � �, �// � ����&/�
/��$� � 4� %� -

���	�� 
 � � � - ��-D!

 ����
	��� �, � � � � � ��* ( � � ( $��� � >>( � � -

end example
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3.1.4 BinaryTrees

��#�// $��$ � &���%0 $%���� ��$��% �+�$ 0 � %�$��� � /�,$ ��* %���$ ��&$%��( ��# � � ,
)��# � �� � &���%0 $%��-"��� �� �� ��,�%+�/ ��*�#$�4 � *��#%��$��� �, $�� �, &���%0
$%���- " � ��4 � � ,�%+�/ *�6��$��� ��* $� ) �%� )�$� &���%0 $%���( ) � ���* ��+�
�� �%�$���� $� ��# � � M��%$� �, � $%����* $� #���$%�#$ ��) $%���-

�� 9���$�% � ) � %��%���� $�* &���%0 $%��� &0 /��$�( )��%� $�� �+�$ 0 &���%0
$%���� *���$�* &0 
 � ��* � ����+�$ 0 &���%0 $%���� *���$�* &0 $�� /��$ 
 ( ( � ( ) � (
)��%� � �� $�� %��$( ( �� $�� /�,$ ��&$%��( ��* ) �� $�� %���$ ��&$%��- "��� ��4 ��
�� $�� ���%�*��� $� ,�% � +�%� ,�%+�/ ��*�#$�4 � *�6��$��� �, $�� ��$ �, �// &���%0
$%���-

A� %#�� 4�����#� ) �.// /�$ $%���( ( � ( ) ! *���$� $�� &���%0 $%�� )�$� %��$ � (
/�,$ ��&$%�� ( ( ��* %���$ ��&$%�� ) - � , ) � �$�// ) � � $ $� %��%���� $ &���%0 $%��� ��
$��/��( $��� �, #��%�� ) � #�� )%�$�

$%���( ( � ( ) ! : 
 ( ( � ( ) � -

�� ) ���� ��� � �� �� 0 ��$- "��� ) � #�� *��#%�&� $�� ��$ � �, �// &���%0
$%��� )���� �� *�� #�+� ,%�+ � &0 �� 0��� $��$ 
 � �� �� � ( ��* �, ( ��* ) �%� ��
� ( $��� �� �� $%���( ( � ( ) ! ,�%�� 0 � �� � - "��� ��4 �� �� �� ��*�#$�4 � *�6��$���(
)��# � ) � #�� �$�$� ,�%+�//0 �� ,�//� )�-

All Binary Treesover A (3.5)

���	�� 
 � � � -

 ����
	��� �, � � � ��* ( ( ) � � ( $��� $%���( ( � ( ) ! � � -

5 � �/�� �� 4� *��$%�#$�%�� �%�$���� ,�%&���%0 $%���- 5 �.// /�$ 
��
 ( ��� 
( ��*
�	%�
 *���$� $�� �� �%�$���� $��$ %�$�%�$�� /�,$ ��&$%��( $�� %��$( ��* $�� %���$
��&$%��( %��� �#$�4�/0( � , � ����+�$ 0 $%��-A� %�3�+�/�( �,

* : $%���( ( � ( ) !( $��� /�,$� * ! : ( ( %� �$� * ! : � ( ��* %���$�* ! : ) -

?� ,�%�� 0 ����+�$ 0 &���%0 $%��* )� � �4�

* : $%���/�,$�* !( %��$� * !( %���$�* !-

example 3.11 Binary Treesof Twins

7�$ � : � �( � � - ?��� ��� ) � ���* $� ) �%� )�$� $�� ��$ *�	�� �, �// &���%0
$%��� * �4� %� $��$ �� 4� $�� ,�//� )��� �%�� �%$0> "�� /�,$ ��* %���$ ��&$%��� �,
� � #� � � * � � � * �%� �*�� $�#�/ �� �$%�#$�%���* �� *� #�� $�� $- A� %�3�+�/�( *�	��
#�� $���� $�� �+�$ 0 $%����* �� 0 ����/�8�� *� $%��- *�	�� �/�� #�� $���� $�� $) �
$%��� ��� )� �� A���%� �-
-
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0 0

0

0

1 1 1 1 1 1

������ �	� ")��� �� ��&$%���-

5 � #�� ��4 � � � ��*�#$�4 � *�6��$��� �, *�	�� &0 ��+�/0 +����� ��%� $��$
��# � ��) $%����� $�� ��+� /�,$ ��* %���$ ��&$%���- ��%�.� $�� *�6��$���>

���	�� 
 � � *�	�� -

 ����
	��� �, � � � ��* * � *�	�� ( $��� $%���* ( � ( * ! � *�	�� -

end example

example 3.12 Binary Treesof Opposites

7�$ � : � �( � � ( ��* ���� ��� $��$ +,,� �� $�� ��$ �, �// ����+�$ 0 &���%0 $%��� *
�4� %� )�$� $�� ,�//� )��� �%�� �%$0>"�� /�,$ ��* %���$ ��&$%��� �, ��# � � � * � � ,
* �� 4� �*�� $�#�/ �$%�#$�%��(&�$ $�� �.� ��* �.� �%� �� $�%#�����*- A� %�3�+�/�(
$�� ����/� �� *� $%��� �%� �� +,,� ( � � ) �// �� $�� $) � $%��� ��� )� �� A���%� �-�-

?��#� ��% ��$ *� �� ��$ ��#/�*� $�� �+�$ 0 $%��($�� $) � ����/�$�� $%��� )�$�
�� *�� � ��* � ����/* &� $�� &���� $%��� �� +,,� - "�� ��*�#$�4 � *�6��$��� �,
+,,� #�� &� ��4 �� �� ,�//� )�>

���	�� $%���
 � ( � ( 
 � !( $%���
 � ( � ( 
 � ! � +,,� -

 ����
	��� 7�$ � � � ��* * � +,,� -
�, %��$� * ! : � ( $���

$%���* ( � ( $%���%���$�* !( �( /�,$� * !!! � +,,� -
2$��%)���(

$%���* ( � ( $%���%���$�* !( �( /�,$� * !!! � +,,� -

F� �� $��� *�6��$��� ) �%�C " %0 ��$ ��+� �3�+�/��- ?�� )��$��% $�� *�6��$���
&��/*� $�� ,��% � ����&/� $�%��8�� *� $%���-

end example
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3.1.5 CartesianProductsof Sets

7�$.� #����*�% $�� �%�&/�+ �, 6�*��� ��*�#$�4 � *�6��$���� ,�% ��&��$� �, $��
9�%$����� �%�*�#$ �, $) � ��$�- A� %�3�+�/�( $�� ��$ " � " #�� &� *�6��*
��*�#$�4 �/0 &0 �$�%$��� )�$� $�� ���% ��( �! �� $�� &���� �/�+�� $- "���( ,�% �� 0
���% � � ( #! �� $�� ��$( ) � #�� #���$%�#$ $�� ,�//� )��� $�%�� ���%�-

� � < � ( # < �!( � � ( # < �!( ��* � � < � ( #!-

"�� �%��� �� A���%� �-D ��� )� �� �%&�$%�%0� ��� $ � � ( #! $���$��% )�$� $��
$�%�� ��) � ��� $�- �$ ���+� #/��% $��$ $��� *�6��$��� )�// *�6�� �// �/�+�� $� �,
� � � ( �/$����� ��+� � ��� $� )�// &� *�6��* +�%� $��� ��#�- A� %�3�+�/�( $��
� ��� $��( �! �� #���$%�#$�* ,%�+ $�� &���� �/�+�� $��( �!( &�$ �$ �� �/�� #���$%�#$�*
,%�+ $�� � ��� $ ��( �! ��* ,%�+ $�� � ��� $ ��( �!-

example 3.13 Cartesian Product

= 9�%$����� �%�*�#$ #�� &� *�6��* ��*�#$�4 �/0 �, �$ /���$ ��� �, $�� ��$� �� $��$
�%�*�#$ #�� &� *�6��* ��*�#$�4 �/0- A�%�3�+�/�( �, � �� �� 0 ��$( $��� ) � �� 4�
$�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$��� �, � � � >

���	�� ��( � ! � � � � ,�%�// � � � -

 ����
	��� �, � � ( #! � � � � ( $��� � � < � ( #! � � � � -

end example

example 3.14 Part of a Plane

7�$ � : � � � ( #! � � ( # � � ��* � : #� - A%�+ $�� � ��� $ � , 4��) �, � �/���( � ��
$�� ��$ �, � ��� $� �� $�� 6%�$1��*%�� $ )�$� �� $���% #� �%*���$�� �� �%�& � 4� $��
+��� *������/- 5 � #�� *�6�� � ��*�#$�4 �/0 �� ,�//� )�>

���	�� ��( �! � � -

 ����
	��� �, � � ( #! � � ( $��� � � ( # < �!( � � < � ( # < � ! � � -

y + 1

x + 1x 
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A� %�3�+�/�( ) � #�� ��� ��( �! $� #���$%�#$ ��( �! ��* ��( �!- A%�+ ��( �! ) �
#���$%�#$ ��( 
! ��* ��( 
!- A%�+ ��( �! ) � #���$%�#$ ��( 
! ��* �
( 
!- ?� ��+�
���%� ��$ *�6��* +�%� $��� ��#�-

end example

example 3.15 Describingan Area

?��� ��� ) � ���* $� *��#%�&� ��+� �%�� �� � ��$ �, � ��� $�- A%�+ � #�+��$�$����/
� ��� $ � , 4��)( $�� �%�� )�// &� %��%���� $�* &0 *��#%�$� � ��� $�( /�� � ��3�/� �� �
#�+��$�% �#%���- ?� ) � #�� $���� �, $�� �%�� �� � ��$ �, �%*�%�* ���%� � � ( #!
,�%+��� � ��&��$ �, � � � -

" � � ��� $����� ��+�/� ) �.// *��#%�&� $�� $�� �%�� � ��*�% $�� #�%4� � , �
,��#$��� � &� $) ��� $) � � ��� $� � ��* � �� $�� � 8�3��- A���%� �-; ��� )� � ����%�/
��#$�%� �, $�� �%�� � -

?� $�� �%�� � #�� &� *��#%�&�* �� $�� ,�//� )��� ��$ �, � ��� $�-

� : � � � ( #! �� ( # � � ( � 
 � 
 � ( ��* � 
 # 
 � � � ! � -

"��%� �%� ��4 �%�/ ) � 0� ) � +��� $ �%�#��* $� ��4 � � � ��*�#$�4 � *�6��$��� �, � -
A� %�3�+�/�( ) � #�� �$�%$)�$� $�� � ��� $ � � ( � ! � � $�� � 8�3��- A%�+ � � ( � ! ) �
#�� #���$%�#$ $�� #�/�+� �, � ��� $� �& � 4� �$ ��* $�� � ��� $ � � < � ( �!( ,%�+ )��# �
$�� ��3$ #�/�+� �, � ��� $� #�� &� #���$%�#$�*- ��%�.� $�� *�6��$���-

���	�� � � ( � ! � � -

 ����
	��� �, � � ( � ! � � ��* � � � ( $��� � � < � ( � ! � � -
�, � � ( #! � � ��* # � � � � !( $��� � � ( # < � ! � � -

A� %�3�+�/�( $�� #�/�+� �, � ��� $� � � ( �!( � � ( �!( � � ( 
!( � � � ( � � ( � � � !! �� #��8
�$%�#$�* &0 �$�%$��� )�$� $�� &���� � ��� $ � � ( � ! ��* &0 %����$�*/0 ����� $��
��#��* �,8$��� �$�$�+�� $- "�� 6%�$�,8$��� �$�$�+�� $ #���$%�#$� $�� � ��� $� ��
$�� � 8�3�� $��$ �%� $��� ���* $� #���$%�#$ $�� �$��% #�/�+�� �, � ��� $�- ��$�#�
)�$� $��� *�6��$��� $��$ ��# � ���% �� #���$%�#$�* �3�#$/0 ��#�-

end example

f (x)
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Exercises

��� 	 
��

�� A� %��# � � , $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$����( �$�%$)�$� $�� &���� �/�+�� $
��* #���$%�#$ $�� �/�+�� $� �� $�� ��$-


� ���	�� � � 	 -

 ����
	��� �, � � 	 ( $��� 
 � � � � 	 -
&- ���	�� � � 	 -

 ����
	��� �, � � 	 ( $��� 
 �� 
 � < � � 	 -

�� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � ��$ � -


� � �( �( ;( �( � � � � -
&- � �( 
( D(
( �( � � � � -
�� �  �(  �( �( �( ;( � � � � -
*- � ---(  �(  D(  �( 
( ;( �( � � � � -

� � �( D(�( �
( 
;( � � � � -
,- � �( �( �( �;( ��( 
�( � � � � -

�� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � ��$ � -


� � D(�( ��( ��( � � � � � � �( 
( �( �
( � � � � -
&- � �( D(;( �( �( �
( �
( ��( � � � � - -	�
� 5 %�$�$�� ��$ �� � �����-

�� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � ��$ � -


� � � � � � N� �%�� �
! �� �4 �� � -
&- � � � � � N� �%�� �
! �� � * * � -
�� � � � � � � + � * ; : 
 � -
*- � � � � � 
 � + � * � : � � -

�� "�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$��� ) � � ��4 �� �� �3�+�/� D($�� ��#��* %�&�$
�3�+�/�-

���	�� � � "�
 -

 ����
	��� �, � � "�
 ( $��� � � � � � � "�
 -

�� �3�+�/� D ) � �*�� $�6�* ��$�%�/ � � + &�%� )�$� $�� �/�+�� $� �, "�
 &0
��$$��� � : � ��* � : � � � � � ,�%� �: � - ?�� ) $��$ D: � �( �( 
( � � -

�������

�� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � ��$ � �, �$%����-
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� � � � �� � � � � � � -
&- � � � � � � � � � -
�� � � � � �� � � � � � -
*- � � � � � � . ( � � � � -

� � � � �� � � � � � � -
,- � � � � � � . ( � � � ( )��%� . � � � -
�� � � � � � � . ( � � � ( )��%� � � � � -
�- � � � � � � . ( � � � ( )��%� . � � ��* � � � � -
�� � � � � � � . ( � � � ( )��%� . � � � %� � � � -
'- � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � -
�� � � � � � ( � � I � � ��� $�� ��+� � � + &�%�, � .� ��* � .� � -

�� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � ��$ � �, �$%����-


� �4 �� ��/��*%�+�� � 4� %$�� ��$ � � ( � � -
&- 2** ��/��*%�+�� � 4�%$�� ��$ � � ( � � -
�� =// ��/��*�%+�� � 4� %$�� ��$ � � ( � � -
*- "�� &���%0 � �+�%�/�-

�� 7�$ $�� /�$$�%�� ( � ( ��* � &� #���$�� $�O/�$ $�� /�$$�%�� ( #( ��* ' &� 4�%��&/��O
��* /�$ $�� /�$$�%�� ��* %&� ,��#$���� �, �%�$0 ���- 5 � #�� *�6�� $�� ��$ �,
$�%+� � 4�%$���� �0+ &�/� &0 �� 0��� $��$ �� 0 #���$�� $ � %4�%��&/� �� � $�%+
��* �, 
 �� � $�%+($��� �� �%� � � 
 ! ��* %� 
 !- A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%
$�� ��$ * �, $�%+�-

�����

�� A� %��# � � , $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$����( �$�%$)�$� $�� &���� �/�+�� $
��* #���$%�#$ 64� �/�+�� $� �� $�� ��$-
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�� � ( � ( ��� � * * /���$� � 4� %� � �� -
�- � ( � ( ��� � * * /���$� � 4� %� �( �( 
 �� -
�� � ( � ( ��� � * * /���$� � 4� %� ��$ � � -

��� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � ��$ � �, /��$�- G� � + � 0 ��� $�� �#����	
�� �%�$���( )��%� #����� ( ( � ! �� $�� /��$ #���$%�#$�* ,%�+ $�� /��$ ( &0 �**���
� ��) �/�+�� $ � �� $�� %���$ ��*- ?�+�/�%/0( 0�� +� 0 ��� $�� ����*�	 ��*
�$��/�	 �� �%�$����( )��# � �%� /�� � ���* ��* $��/ &�$ /� �� �$ $����� ,%�+ $��
%���$ ��*� �, � /��$-
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( � � ( � � � � -
�� � ( � /��$�� � � ( � � ! � ( ��� $�� ��+� � � + &�%�, � .� ��* � .� � -

�
- A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% $�� ��$ � �, �// /��$� � 4� %� : � �� � � $��$
�/$�%��$� � .� ��* � .�- A� %�3�+�/�( $�� /��$� 
 � ( 
 � � ( 
 � � ( 
 � ( � ( � � ( ��* 
 � (
� � �%� �� � - E�$ 
 � ( � � �� ��$ �� � -
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�� � �

�

��� @�4�� $�� ,�//� )��� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% � ��$ � �, &���%0 $%���- ?$�%$
)�$� $�� &���� �/�+�� $ ��* *%�) ��#$�%�� �, ,��% &���%0 $%��� �� $�� ��$-
F��.$ *%�) $�� �+�$ 0 ��&$%���-

���	�� $%���
 � ( � ( 
 � ! � � -
 ����
	��� �, * � � ( $��� $%���$%���
 � ( � ( 
 � !( � ( * ! � � -

�D- A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% $�� ��$ � �, &���%0 $%��� $��$ %��%���� $
�%�$�+�$�# �3�%������� $��$ �%� ��$��% � � + &�%� �� � �%�3�%������� $��$ ���
�� �%�$���� < � % -

��� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%$�� ��$ � �, ����+�$ 0 &���%0 $%��� � 4� %� � �
�� )��# � ��# � ���8/��, �� *� ��� $) � ��&$%���( ��� �, )��# � �� � /��, ��* $��
�$��% �, )��# � �� ��$��% � /��, �%� +�+ &� %� , � -
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���	�� ��( �! � � -
 ����
	��� �, � � ( #! � � ( $��� � � < � ( #!( � � < � ( # < � ! � � -


� F��#%�&� $�� ��$ � �� � ��$ �, $�� ,�%+ � � � ( #! � ��+� �%�� �%$0 ��/*� � -
&- F��#%�&� $���� �/�+�� $� �� � $��$ ��$ *�6��* �� +�%� $��� ��� ) � 0-

��� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � ��&��$ � �, � � � -
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��� A��* �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%��# � �%�*�#$ ��$ � -


� 	 : /��$�� 
 ! � /��$�� 
 ! ,�%��+� ��$ 
�
&- 	 : 
 � /��$�� 
 ! �
�� 	 : � � /��$�� � ! �
*- 	 : � � � � �

!�" "$� 
�#  %
&&
��
�

��� 7�$ � &� � ��$- ?��� ��� + �� $�� ��$ �, &���%0 $%��� � 4� %� $��$ #�� $��� ��
� * * � �+ &� %� , � � *��- ?�+�/�%/0( /�$ $ &� $�� ��$ �, &���%0 $%��� � 4� %� $��$
#�� $��� �� �4 �� � � + &�%�, �� *��- A��* ��*�#$�4 � *�6��$���� ,�% + ��* $ -
-	�
� G� � #�� ��� + )��� *�6���� $ ( ��* 0� � #�� ��� $ )��� *�6���� + -

��� B�� �3�+�/� �; �� � ���*� $� #���$%�#$ �� ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�% $�� ��$
�, � ��� $� �� � � � $��$ *��#%�&� $�� �%�� � &� $) ��� $) � #�%4�� � ��* �
*�6��* �� ,�//� )� ,�%$) � ��$�%�/ � � + &�%� � ��* � >

� : � � � ( #! �� ( # � � ( � 
 � 
 � ( ��* %


�- H%�4� $��$ � ��$ *�6��* &0 ��-�! �� #��� $�&/� �, $�� &���� �/�+�� $� �� ?$��
� �%� #��� $�&/�( $�� ��$��*� �/�+�� $� ���* �� ?$�� 
 �%� #��� $�&/�( ��* $��
%�/�� �� �#�6�* �� ?$�� 
 �%� 6��$�-

3.2 RecursiveFunctionsandProcedures

?��#� ) �.%� ����� $� &� #���$%�#$��� ,��#$���� ��* �%�#�*�%�� �� $��� ��#$���(
) �.* &�$$�%��%�� �� $�� �*�� �, � �%�#�*�%�- A%�+ � #�+��$�% �#���#� � ��� $
�, 4��) � ,� � � � ��� � �� � �%��%�+ $��$ � �%,�%+� ��� �% +�%� �#$����- ?� $��%�
�� �� %�1��%�+�� $ $� %�$�%�� � � �#�6# 4�/��- A� %�3�+�/�( $�� �3�#�$��� �, �
�$�$�+�� $ /�� � �%��$�� ( #! )�// #���� $�� 4�/��� �, � ��* # $� &� �%��$�*- ��
$��� #���( $) � �#$���� �%� � �%,�%+�*( ��* �� 4�/��� �%� %�$�%��*- = �%�#�*�%�
+� 0 �/�� %�$�%���� �% +�%� 4�/��� $�%���� �$� �%��+�� $ /��$- A� %�3�+�/�( �
�$�$�+�� $ /�� � �//� #�$�� . ( � ( � ! +��� $ � �%,�%+$�� �#$��� �, �//� #�$��� � &/� #� �,
. +�+�%0 #�//� ��* %�$�%�$�� 4�/��� � ��* � ( )��%� � �� $�� &�������� �**%���
�, $�� &/� #� ��* $�� � $�//� )��$��% $�� �//� #�$��� ) � � ��##��,�/-

Definition of RecursivelyDefined

= ,��#$��� �% � �%�#�*�%� �� ���* $� &� � � ����	��
# ����� � �, �$ �� *�6��* ��
$�%+� �, �$��/,- �� �$��% ) �%*�( � ,��#$��� � �� %�#�%��4�/0 *�6��* �, �$ /���$ ���
4�/�� � � � ! �� *�6��* �� $�%+� �, ���$��% 4�/�� � � #!( )��%� � �: #- ?�+�/�%/0( �
�%�#�*�%� / �� %�#�%��4�/0 *�6��* �, $�� �#$���� �, / ,�% ��+� �%��+�� $ � �%�
*�6��* �� $�%+� �, $�� �#$���� �, / ,�%���$��% �%��+�� $ #( )��%� � �: #-
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K�� 0 ���,�/ %�#�%��4�/0 *�6��* ,��#$���� �� 4� *�+���� $��$ �%� ��*�#$�4 �/0
*�6��* ��$�- ?�+�/�%/0( +�� 0 %�#�%��4�/0 *�6��* �%�#�*�%�� �%�#��� �/�+�� $�
,%�+ ��*�#$�4 �/0 *�6��* ��$�- A� %$���� #���� $��%� �%� 4�%0���,�/ #���$%�#$���
$�#���1���- 7�$.� *��#%�&� $�� $) � $�#���1���-

Constructing a Recursively Defined Function (3.6)
�, � �� �� ��*�#$�4 �/0 *�6��* ��$( $��� ) � #�� #���$%�#$ � ,��#$��� � )�$�
*�+��� � �� ,�//� )�>

�� A� %��# � &���� �/�+�� $ � � � ( � � �#�,0 � 4�/�� ,�%� � � !-

�� @�4� %�/�� $��$( ,�% �� 0 ��*�#$�4 �/0 *�6��* �/�+�� $ � � � ( )�// *�6��
� � � ! �� $�%+� �, �%�4����/0 *�6��* 4�/��� �, �-

=� 0 ,��#$��� #���$%�#$�* &0 ��-
! �� %�#�%��4�/0 *�6��* &�#���� �$ �� *�8
6��* �� $�%+� �, �$��/, &0 $�� ��*�#$��� ��%$ �, $�� *�6��$���- �� � ��+�/�% ) � 0
) � #�� #���$%�#$ � %�#�%��4�/0 *�6��* �%�#�*�%� $� �%�#��� $�� �/�+�� $� �, ��
��*�#$�4 �/0 *�6��* ��$-

Constructing a Recursively Defined Procedure (3.7)
�, � �� �� ��*�#$�4 �/0 *�6��* ��$( ) � #�� #���$%�#$ � �%�#�*�%� / $� �%�#���
$�� �/�+�� $� �, � �� ,�//� )�>

�� A� %��# � &���� �/�+�� $ � � � ( � � �#�,0 � ��$ �, �#$���� ,�%/ � � !-

�� @�4� %�/�� $��$( ,�%�� 0 ��*�#$�4 �/0 *�6��* �/�+�� $ � � � ( )�// *�6�� $��
�#$���� �, / � � ! �� $�%+� �, �%�4����/0 *�6��* �#$���� �, / -

�� $�� ,�//� )��� ��%��%���� ) �.// ��� �� ) ��-
! ��* ��-�! #�� &� ���* $� #��8
�$%�#$%�#�%��4�/0 *�6��* ,��#$���� ��* �%�#�*�%�� � 4� %� 4�%��$0 � , ��*�#$�4 �/0
*�6��* ��$�- K��$ �, ��% �3�+�/�� )�// &� ,��#$����- E�$ ) �.// *�6�� � ,�)
�%�#�*�%�� $� �-

3.2.1 Numbers

7�$.� ��� �� ) ��+� � � + &�%,��#$���� #�� &� *�6��* %�#�%��4�/0- " � �//��$%�$�
$�� �*��( ���� ��� ) � ) � � $ $� #�/#�/�$� $�� ��+ �, $�� 6%�$� ��$�%�/ � � + &�%�
,�%�� 0 � � � - 7�$$��� � � � ! *���$� $�� *���%�* ��+( ) � #�� )%�$� $�� ��,�%+�/
*�6��$���

� � � ! : � < � < 
 < � � � < ��

5 � #�� �&��%4�( ,�%�3�+�/�( $��$ � ��! : � ( � ��! : � ( � �
! : � ( ��* �� ��- =,$�%
� )��/� ) � +��� $ ��$�#� $��$ � ��! : � � 
 ! < � : 
 � � * � �D! : � � � ! < D : � � -
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�� �$��% ) �%*�( )��� � 
 �( $�� *�6��$��� #�� &� $%���,�%+�* �� $�� ,�//� )���
)�0 >

� � � ! : � < � < 
 < � � � < �

: � � < � < 
 < � � � < � � � �!! < �

: � � � � �! < ��

"��� ��4 �� �� $�� %�#�%��4� ��%$ �, � *�6��$��� �, � ,�%�� 0 � 
 �- A� %$�� &����
#��� ) � �� 4� � ��! : � - ?� ) � #�� )%�$� $�� ,�//� )��� %�#�%��4� *�6��$��� ,�%�-

� ��! : � �

� � � ! : � � � �! < � ,�%� 
 � �

"��%� �%� $) � �/$�%��$�4 � ,�%+� $��$ #�� &� ���* $� )%�$� � %�#�%��4� *�6��8
$���- 2�� ,�%+ �3�%����� $�� *�6��$��� �� �� 	�0
���0�
�� �1��$���- A� %�3�+�/�(
� #�� &� *��#%�&�* �� $�� ,�//� )��� ) � 0-

� � � ! : � , � : � $��� � �/�� � � �  �! < � -

=��$��% ,�%+ �3�%����� $�� *�6��$��� �� �1��$���� )���� /�,$ ��*�� *�$�%+���
)��# � �1��$��� $� ��� �� $�� �4 �/��$��� �, �� �3�%������ %�$��%$��� � #��*�$����/
/�� � � 
 �- ?�# � � ,�%+ �� #�//�* � , �

���0.�
��	�% *�6��$��� &�#���� $��
�1��$��� #����� $� �4 �/��$� � � � ! �� *�$�%+���* ���1��/0 &0 )��# � /�,$ ��*� � �3!
+�$# ���- A� %�3�+�/�( � #�� &� *��#%�&�* �� $�� ,�//� )��� ) � 0-

� ��! : � �

� � � < � ! : � � � ! < � < � �

A� %�3�+�/�( � ��! +�$# ��� � � � < � ! )�$� � : 
 ( � � ) � ) ��/* #� � ��� $�� ��#��*
�1��$��� $� �4 �/��$� � ��! : � �
! < � ( ��* �� ��-

= %�#�%��4�/0 *�6��* ,��#$��� #�� &� �4 �/��$�* &0 � $�#���1�� #�//�* ��0
��
�	�% $�� *�6��$���- A� %�3�+�/�( ) �.// �4 �/��$� $�� �3�%������ � �D!-

� �D! : � � � ! < D

: � � 
 ! < � < D

: � � � ! < 
 < � < D

: � � � ! < � < 
 < � < D

: � < � < 
 < � < D

: � � �
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example 3.16 Using the Floor Function

7�$ � > � � � &� *�6��* �� $�%+� �, $�� N� �%,��#$��� �� ,�//� )�>

� ��! : � �

� � � : � �N� �%�� � 
!! < � ,�%� 
 � �

��$�#� �� $��� #��� $��$ � � � ! �� ��$ *�6��* �� $�%+� �, � � �  �! &�$ %�$��%��
$�%+� �, � �N� �%���
!!- A� %�3�+�/�( � ��
! : � ��! < �
- "�� 6%�$,�) 4�/��� �%�
� � � ! : � ( � � � ! : � ( � � 
 ! : � ( � ��! : D( ��* � �D! : � - 5 �.// #�/#�/�$� � �
;!-

� �
;! : � ��
! < 
 ;

: � � 
 ! < � 
 < 
 ;

: � � � ! < 
 < � 
 < 
 ;

: � � � ! < � < 
 < � 
 < 
 ;

: � � � ! < � < � < 
 < � 
 < 
 ;

: � < � < � < 
 < � 
 < 
 ;

: D � �

end example

example 3.17 Adding Odd Numbers

7�$ � > � � � *���$� $�� ,��#$��� $� �** �� $�� 6%�$� � * * ��$�%�/ � � + &�%�-
?� � ��� $�� ,�//� )��� ��,�%+�/ *�6��$���-

� � � ! : � < � < ��� < � 
 � < �!-

A� %�3�+�/�( $�� *�6��$��� $�//� �� $��$ � ��! : � - A�%� 
 � ) � #�� +�� � $��
,�//� )��� $%���,�%+�$��� �, � � � ! �� $� � � �3�%������ �� $�%+� �, � � �  �!>

� � � ! : � < � < � � � < � 
 � < � !

: � � < � < � � � < � 
 � � � ! ! < � 
 � < � !

: � � < � < � � � < 
 � � � � ! < � ! < � 
 � < � !

: � � � � � ! < 
 � < � �

?� ) � #�� +�� � $�� ,�//� )��� %�#�%��4� *�6��$��� �, � >

� ��! : � �

� � � ! : � � � � � ! < 
 � < � �, � 
 � �

=/$�%��$�4�/0( ) � #�� )%�$� $�� %�#�%��4� ��%$ �, $�� *�6��$��� ��

� � � < � ! : � � � ! < 
 � < � -
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5 � #�� �/�� )%�$� $�� *�6� $��� �� $�� ,�//� )��� �,8$���8�/�� ,�%+-

� � � ! : � , � : � $��� � �/�� � � �  � ! < 
 � < � -

��%� �� $�� �4 �/��$��� �, � ��! ����� $�� �,8$���8�/�� *�6��$���>

� ��! : � � 
 ! < 
 � � ! < �

: � � � ! < 
 � 
 ! < � < 
 � � ! < �

: � � � ! < 
 � � ! < � < 
 � 
 ! < � < 
 � � ! < �

: � < 
 � � ! < � < 
 � 
 ! < � < 
 � � ! < �

: � < � < ; < �

: � 
 �

end example

example 3.18 TheRabbitProblem

"�� 1	� ���� �	 ��.� ��� �%� $�� � � + &�%� �� $�� ��1���#�

�( �( �( 
( �( ;( �( ��( � � �

)��%� ��# � � �+ &� %�,$�% $�� 6%�$$) � �� #�+��$�* &0 �**��� $�� �%�#�*���
$) � � �+ &�%�- "���� � � + &�%� �%� ��+�* �,$�% $�� +�$��+�$�#��� 7����%*�
A�&���##�( )�� �� �
�
 �� $%�*�#�* $��+ �� ��� &� �� (	� �� � � ��	 ( �� )��# � � �
�%�� ���* ��* ��/4 �* $�� ,�//� )��� �%�&/�+> ?$�%$��� )�$� � ���% �, %�&&�$�(�� )
+�� 0 ���%� �, %�&&�$�#�� &� �%�*�#�* ,%�+ $��$ ���% �� � 0��% �, �$ �� ����+�*
$��$ �4 �%0+�� $� ��# � ���% �%�*�#�� � ��) ���% $��$ &�#�+�� �%�*�#$�4 � �,$�%
��� +�� $�C

A� %�3�+�/�( �, ) � *��.$ #��� $$�� �%�����/ ���% ��* ����+� $��$ $�� �%�����/
���% ���*� ��� +�� $� $� +�$�%� ��* $��$ �� %�&&�$�*��( $��� $�� � � + &�%�, ��)
���%� �%�*�#�* ��# � +�� $� ,�%�
 #����#�$�4 � +�� $�� �� ��4 �� &0 $�� ��1���#�

�( �( �( 
( �( ;( �( ��( 
�( �D( ;;( ��-

"�� ��+ �, $���� � � + &�%�( )��# � �� 
�
( �� $�� � � + &�%�, ���%� �, %�&&�$��%�8
*�#�* �� ��� 0��% ,%�+ $�� �%�����/ ���%-

A�&���##� � � + &�%� ���+ $� � ##�%��$�%�//0 �� +�� 0 ��%�/�$�* �%�&/�+�- 2,
#��%��( $��0 #�� �/�� &� *�6��* %�#�%��4�/0- A�%�3�+�/�( /�$$��� 6&�� ! &� $��
� $� A�&���##� � � + &�%() � #�� *�6�� 6& %�#�%��4�/0 �� ,�//� )�>

6&��! : � �

6&��! : � �

6&� � ! : 6&� � � � ! < 6 &� � � 
! ,�%� � 
 �

"�� $��%* /��� #��/* &� )%�$$�� �� ��$$�%� +�$# ���� ,�%+ ��

6&�� < 
 ! : 6 &� � < � ! < 6&�� !-
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"�� *�6��$��� �, 6& �� �,8$���8�/�� ,�%+ /� ��� /�� �

6&� � ! : �, � : � $��� �

�/�� �, � : � $��� �

�/�� 6&� � � � ! < 6 &� � � 
! �

end example

SumandProductNotation

K�� 0 *�6��$���� ��* �%�� �%$��� $��$ ) � ��� )�$���$ $������� �%� %�#�%��4�/0
*�6��*- A� %�3�+�/�( ��4 �� � ��1���#� �, � � + &�%� � � � ( � � ( � � � ( � � ! ) � #� �
%��%���� $$�� ��+ �, $�� $�� ��1���#� )�$� ��..�
	�� ��
�
	�� ����� $�� �0+ &� /
P � � ,�//� )�-

��

� ��

� � : � � < � � < � � � < � � �

"��� ��$�$��� ��� $�� ,�//� )��� %�#�%��4� *�6��$���( )��# � +�� �� $�� �%�#$�#�/
����+�$��� $��$ �� �+�$ 0 ��+ �� �-

��

� ��

� � : � , � : � $��� � �/�� � � <
� � ��

� ��

� � �

?�+�/�%/0 ) � #�� %��%���� $ $�� �%�*�#$ �, $�� ��1���#� )�$� $�� ,�//� )���
,� � ���
 ��
�
	�� ( )��%� $�� �%�#$�#�/ ����+�$��� �� $��$ �� �+�$ 0 �%�*�#$ �� �-

��

� ��

� � : � , � : � $��� � �/�� � � �
� � ��

� ��

� � �

�� $�� �� �#��/ #��� )��%� � � � ( � � ( � � � ( � ! : ��( 
( � � � ( � ! $�� �%�*�#$ *�6���
� ���/�% ���
��	�
 ����
	�� ( )��# � �� *���$�* &0 � Q��* �� %��* � � ,�#$�%��/-	 ��
�$��% ) �%*�( ) � �� 4�

� Q: ��!�
! � � � � �  �!� � !-

A� %�3�+�/�( DQ: D� � � 
 � � : 
D( ��* �Q : � - ?� ) � #�� *�6�� � Q �� $��
,�//� )��� %�#�%��4� ,�%+-

� Q : �, � : � $��� � �/�� � � � � � �!Q-

3.2.2 Strings

7�$.� ��� �� ) ��+� �$%��� ,��#$���� #�� &� *�6��* %�#�%��4�/0- " � �//��$%�$�
$�� �*��( ���� ��� ) � ) � � $ $� #�/#�/�$� $�� #�+�/�+�� $ � , � � 0 �$%��� � 4� %$��
�/���& �$ � � ( � � - A�%�3�+�/�( $�� #�+�/�+�� $ � , $�� �$%��� �� �� �� ��� � -
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7�$ � � � ! &� $�� #�+�/�+�� $ � , � - " � 6�* � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% � ) �.//
�$�%$&0 �&��%4��� $��$ �� �%&�$%�%0�$%��� � 4� %� � ( � � �� ��$��% J � %��� $�� ,�%+
�# �%�# ,�%��+� �$%��� #- ?� ) �.// *�6�� $�� %���/$ �, � ���/��* $� ��# � � , $����
,�%+� �� ,�//� )�>

� � J ! : J �

� � �� ! : �� � � ! �

� � �� ! : �� � � ! �

A� %�3�+�/�( ) �.// �4 �/��$� � � �� �� !>

� � ���� ! : �� � ��� !

: ��� � �� !

: ���� � � !

: �����

��%� �%� ��+� +�%� �3�+�/��-

example 3.19 Prefixesof Strings

9����*�% $�� �%�&/�+ �, 6�*��� $�� /�����$ #�++�� �%�63 �, $) � �$%����- =
�$%��� , �� � ,� ��� �, $�� �$%��� � �, � #�� &� )%�$$�� �� $�� ,�%+ � : ,� ,�%
��+� �$%��� � - A�%�3�+�/�( ��� �� $�� /�����$ #�++�� �%�63 �, $�� $) � �$%����
���� �� ��* ��� ��� -

A� %$) � �$%���� � 4� %� � ( � � ( /�$ � � � ( #! &� $�� /�����$ #�++�� �%�63 �, � ��*
#- " � 6�* � %�#�%��4� *�6��$��� ,�%� ) � #�� �$�%$&0 �&��%4��� $��$ �� �%&�$%�%0
�$%��� � 4� %� � ( � � �� ��$��% $�� �+�$ 0 �$%��� J � %��� �� �%�� ,�%��+� �$%��� � -
�� �$��% ) �%*�( $�� �$%���� � 4�%� � ( � � �%� �� ��*�#$�4 �/0 *�6��* ��$- ?� ) � #��
*�6�� � � � ( 
 ! &0 +����� ��%� $��$ ) � $�� � #�%� $� *�6�� �$ ,�%�// #�+ &���$����
�, � ��* 
- ��%� �� � *�6��$��� �, � �� ��$$�%�8+�$# ���� ,�%+>

� �J � � ! : J �

� � �� J ! : J �

� � ��� �� ! : J �

� � ��� �� ! : J �

� � ��� �� ! : �� � �� � ! �

� � ��� �� ! : �� � �� � ! �

5 � #�� ��$ $�� *�6��$��� �� �,8$���8�/�� ,�%+ �� ,�//� )�>

� � �� � ! : �, � : J � %� : J $��� J

�/�� �, � : �� ��* � : �� $��� �� � �� � !

�/�� �, � : �� ��* � : �� $��� �� � �� � !

�/�� J �
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5 �.// *�+���$%�$� $�� *�6��$��� �, � &0 #�/#�/�$��� � � ���� �� ( ��� ��� !>

� � ������� ������ ! : �� � ������ ����� !

: ��� � ����� ���� !

: ���� � ���� ��� !

: ��� J

: ����

end example

example 3.20 Converting Natural Numbers to Binary

��#�// ,%�+ ?�#$��� 
-� $��$ ) � #�� %��%���� $ � ��$�%�/ � � + &�%� ��

� : 
 �N� �%�� �
!! < � +� * 
 -

"��� ,�%+�/� #�� &� ���* $� #%��$� � &���%0 %��%���� $�$��� �, � &�#���� � +� *

 �� $�� %���$+��$ &�$�, $�� %��%���� $�$���- "�� ��3$ &�$�� ,���* &0 #�+��$���
N� �%�� �
! +� * 
 - "�� ��3$ &�$ �� N� �%�N��%�� �
!�
! +� * 
 ( ��* �� ��- A� %
�3�+�/�( ) �.// #�+��$� $�� &���%0 %��%���� $�$��� �, ��-

�� : 
 � �� � 
 � < � � + � * 
 : 
 � 
 ! < �

 : 
 � 
 � 
 � < 
 +� * 
 : 
 ��! < �
� : 
 � � � 
 � < � +� * 
 : 
 �
! < �
� : 
 � � � 
 � < � +� * 
 : 
 ��! < �

5 � #�� %��* �M $�� %�+���*�%� �� %�4�%�� �%*�%$� �&$��� ����( )��# � �� $��
&���%0 %��%���� $�$��� �, ��-

7�$.� $%0$� ��� $��� �*�� $� )%�$� � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% $�� ,��#$���
�&���%0	 $� #�+��$� $�� &���%0 %��%���� $�$��� ,�% � ��$�%�/ � � + &�%- �, � : �
�% � : � ( $��� � �� �$� � ) � &���%0 %��%���� $�$���- �, � 
 �( $��� $�� &���%0
%��%���� $�$��� �, �, � �� $��$ �, N� �%�� �
! )�$� $�� &�$� +� * 
 �$$�#��* �� $��
%���$ ��*- ?� ��% %�#�%��4� *�6��$��� �, &���%0 #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�( )��%�
�#�$	 �� $�� �$%��� #��#�$���$��� ,��#$���-

&���%0��! : � � ��-�!

&���%0��! : � �

&���%0� � ! : #�$ �&���%0 � � �� 
 � ! � � +� * 
 ! �, � 
 � �

"�� *�6��$��� #�� &� )%�$$�� �� �,8$���8�/�� ,�%+ ��

&���%0� � ! : �, � : � � %� : � $��� 
 � �

�/�� #�$ �&���%0 �N� � %� �� 
!! � � +� * 
 ! �
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A� %�3�+�/�( ) � ��,�/* $�� *�6��$��� $� #�/#�/�$� &���%0���!>

&���%0���! : #�$ �&���%0 �
! � �!

: #�$ �#�$ �&���%0 ��! � �! � 
 � � !

: #�$ �#�$ �#�$ �&���%0 ��! � �! � �! � 
 � � !

: #�$ �#�$ �#�$ �� � �! � �! � �!

: #�$ �#�$ ��� � �! � �!

: #�$ ���� � �!

: ���� �

end example

3.2.3 Lists

7�$.� ��� �� ) ��+� ,��#$���� $��$ ��� /��$� #�� &� *�6��* %�#�%��4�/0- " � �//��8
$%�$�$�� �*��( ���� ��� ) � ���* $� *�6�� $�� ,��#$��� � > � � /��$�� � ! $��$
#�+��$�� $�� ,�//� )��� &�#�) �%*� ��1���#�>

� � � ! : 
 � ( �  �( � � � ( � ( � � -

5�$� � /�$$/� ��/� ,%�+ $�� #��� ,��#$��� ,�%/��$� ) � #�� $%���,�%+ $�� ��,�%+�/
*�6��$��� �, � � � ! �� $� � #�+��$�&/� �3�%������ �� $�%+� �, � � �  �!>

� � � ! : 
 �� � � � � � � � � � � � �

: #��� � �� 
 � � � � � � � � � � � � !

: #��� � �� � � � � �!! �

"��%�,�%�( � #�� &� *�6��* %�#�%��4�/0 &0

� ��! : 
 � � �

� � � ! : #��� � �� � � � � �!! �, � 
 � �

"��� *�6��$��� #�� &� )%�$$�� �� �,8$���8�/�� ,�%+ ��

� � � ! : � , � : � $��� 
 � � �/�� #���� � ( � � �  �!!-

" � ��� �� ) $�� �4 �/��$��� ) �%��( /� �� �$ $�� ��,�/*��� $��$ %���/$� )��� ) �
�4 �/��$� � ��!>

� ��! : #��� �� � � �
!!

: #��� �� � #��� �
 � � ��!!!

: #��� �� � #��� �
 � #��� �� � � ��!!!!

: #��� �� � #��� �
 � #��� �� � 
 � � !!!

: #��� �� � #��� �
 � 
 � � � � !!

: #��� �� � 
 
 � � � � � !

: 
 � � 
 � � � � � �



���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

�	� ������� 	 � �
���� 
���
� �������
��

5 � �� 4��.$ ��4 �� � %�#�%��4�/0 *�6��* �%�#�*�%� 0�$- ?� /�$.� ��4 � ��� ,�%
$�� �%�&/�+ ) �.4 � &��� *��#������- A� %�3�+�/�( ���� ��� $��$ / � � ! �%��$� ��$
$�� � � + &�%� �� $�� /��$ 
 � ( �  �( � � � ( � � - = %�#�%��4� *�6��$��� �, / #�� &�
)%�$$�� �� ,�//� )�-

/ � � !> �$ � : � �%
� �%��$��!

&�


�%��$�� !O
/ � �  �!

'�

example 3.21 Length of a List

7�$ � &� � ��$ ��* /�$ �/���$�	 &� $�� ,��#$��� �, $0� � /��$�� � ! � � ( $��$ %�$�%��
$�� � � + &�%�, �/�+�� $� �� � /��$- 5 � #�� *�6�� /���$� %�#�%��4�/0 &0 ��$�#���
$��$ $�� /���$� �, �� �+�$ 0 /��$ �� L�%� ��* $�� /���$� �, � ����+�$ 0 /��$ �� ���
�/�� $�� /���$� �, �$� $��/- = * �6��$��� ,�//� )�-

/���$� � 
 � ! : � �

/���$� �#��� � �� � !! : � < /���$� � � ! �

��#�// $��$ $�� ��63 ,�%+ �, #���� � ( 
 ! � � � >>
- ?� ) � #��/* '��$ �� ) �// )%�$�
$�� ��#��* �1��$��� ��

/���$�� � >>
 ! : � < /���$�� 
 !-

=/��( ) � #��/* )%�$� $�� ��*�#$��� ��%$ �, $�� *�6��$��� )�$� � #��*�$��� ��
,�//� )�-

/���$� � � ! : � < /���$� �$��/ � � !! �, � �: 
 � �

�� �,8$���8�/�� ,�%+ $�� *�6��$��� #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

/���$�� ( ! : � , ( : 
 � $��� � �/�� � < /���$��$��/� ( !!-

"�� /���$� ,��#$��� #�� &� �4 �/��$�* &0 ��,�/*��� �$� *�6��$���- A� %�3�+�/�(
���� ��� ) � ��� $��/�� $� %��%���� $ /��$�- "���

/���$� � 
 �� �� � � ! : � < /���$� � 
 �� � � !

: � < � < /���$� � 
 � � !

: � < � < � < /���$� � 
 � !

: � < � < � < �

: � �

end example
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example 3.22 TheDistribute Function

?��� ��� ) � ) � � $$� )%�$� � %�#�%��4� *�6��$��� ,�%$�� *��$%�&�$� ,��#$���( )��# �
) �.// *���$� &0 �*��$-	 A� %�3�+�/�(

*��$� � ( 
 � ( � ( � ( � � ! : 
 � � ( � !( � � ( � !( � � ( � !( � � ( � ! � -

?��#� $�� ��#��* �%��+�� $ �� � /��$( ) � #�� ��� ��*�#$��� �� $��$ �%��+�� $ $�
*�6�� *��$- A� %�3�+�/�( ��$�#� �� ) ) � #�� )%�$� $�� �%�#�*��� �1��$���>

*��$ � �� 
 �� �� �� � � ! : 
 � �� � ! � � �� � ! � � �� � ! � � �� � ! �

: � �� � ! >>*��$ � �� 
 �� �� � � ! �

"��$.� $�� � � 0 $� $�� ��*�#$�4 � ��%$ �, $�� *�6��$���- ?��#� ) � �%� ��*�#$���
�� /��$�( $�� &���� #��� �� *��$� � ( 
 � !( )��# � ) � *�6�� �� 
 � - ?� $�� %�#�%��4�
*�6��$��� #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

*��$ � �� 
 � ! : 
 � �

*��$ � �� � >>� ! : � �� � ! >>*��$ � �� � ! �

A� %�3�+�/�( /�$.� �4 �/��$� $�� �3�%������ *��$��( 
 ��( 
� � ! &0 ��,�/*��� $�� �& � 4�
*�6��$���>

*��$ �� � 
 �� � 
� � ! : � � � ��! >>*��$ �� � 
 
� � !

: � � � ��! >>�� � 
�! >>*��$ �� � 
 � !

: � � � ��! >>�� � 
�! >>
 �

: � � � ��! >>
 �� � 
�! �

: 
 �� � ��! � �� � 
�! � �

=� �,8$���8�/�� *�6��$��� �, *��$ $�� �� $�� ,�//� )��� ,�%+>

*��$� �� � ! : �, � : 
 � $��� 
 �

�/�� � �� ���*� � !! >>*��$� �� $��/� � !! �

end example

example 3.23 ThePairs Function

��#�// $��$ $�� ����%�	 ,��#$��� #%��$�� � /��$ �, ���%� �, #�%%�����*��� �/�+�� $�
,%�+ $) � /��$�- A� %�3�+�/�(

���%�� 
 � ( � ( � � ( 
 �( 
( � � ! : 
 � � ( �!( � � ( 
!( � � ( � ! � -
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"�� ���%� ,��#$��� #�� &� *�6��* %�#�%��4�/0 &0 $�� ,�//� )��� �1��$����>

���%� � 
 � � 
 � ! : 
 � �

���%� � � >>�� � >>� � ! : � �� � ! >>���%� � � � � � ! �

A� %�3�+�/�( ) �.// �4 �/��$� $�� �3�%������ ���%�� 
 � ( � � ( 
 �( 
 � !>

���%� � 
 �� � � � 
 � � 
 � ! : � �� �! >>���%� � 
 � � � 
 � � !

: � �� �! >>� �� 
! >>���%� � 
 � � 
 � !

: � �� �! >>� �� 
! >>
 �

: � �� �! >>
 � �� 
! �

: 
 � �� �! � � �� 
! � �

end example

example 3.24 TheConsRight Function

?��� ��� ) � ���* $� ��4 � � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% $�� ��1���#� ,��#$���- ��8
#�//( ,�% �3�+�/�( $��$ ��1�D! : 
 �( �( 
( �( D� - @� � * �/* �#���	 * � ���.$ ���+
�� $� $�� $���- A� %�3�+�/�( �, ) � ��+��� ) � � 4� #�+��$�* ��1��!( $���
#����D( ��1��!! : 
D( �( �( 
( � � - �$ ) ��/* &� ��#� �, ) � ��* � #���$%�#$�%$�
�/�#� �� �/�+�� $ � � $�� %���$ � , � /��$( '��$ �� #��� �/�#�� �� �/�+�� $ � � $�� /�,$
�, � /��$- 5 �.// )%�$� � *�6��$��� ,�% $�� ,��#$��� �#����	 $� * � '��$ $��$- A� %
�3�+�/�( ) � ) � � $

#����� 
 � ( � ( � � ( � ! : 
 � ( � ( � ( � � -

5 � #�� ��$ �� �*�� �, �� ) $� �%�#��* &0 %�)%�$��� $�� �& � 4� �1��$��� �� ,�//� )�
�� $�%+� �, $�� ��63 ,�%+ �, #���>

#���� � 
 �� �� � � � � ! : 
 �� �� �� � �

: � >>
 �� �� � �

: � >>#���� � 
 �� � � � � ! �

?� $�� #/�� �� $� ��/�$ $�� /��$ 
 � ( � ( � � �� $� �$� ���* ��* $��/- 5 � #�� )%�$� $��
��*�#$�4 � *�6��$��� �, #���� ����� �,8$���8�/�� ,�%+ �� ,�//� )�>

#���� � �� � ! : �, � : 
 � $��� 
 � �

�/�� ���* � � ! >>#���� �$��/ � � ! � � ! �

"��� *�6��$��� #�� &� )%�$$�� �� ��$$�%�8+�$# ���� ,�%+ �� ,�//� )�>

#���� � 
 � � � ! : � >>
 � �

#���� � � >>�� � ! : � >>#���� � � � � ! �
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A� %�3�+�/�( ) � #�� #���$%�#$ $�� /��$ 
 � ( #� )�$� #���� �� ,�//� )�>

#���� � ����� � 
 � � � ! � � ! : #���� � � >>
 � � � !

: � >>#���� � 
 � � � !

: � >>� >>
 �

: � >>
 � �

: 
 �� � � �

end example

example 3.25 Concatenationof Lists

=� �+� �%$��$ � � �%�$��� �� /��$� �� $�� #��#�$���$��� �, $) � /��$� �� $� � ����/�
/��$- 7�$ �#�$	 *���$� $�� #��#�$���$��� ,��#$���- �$� $0� � �� /��$�� � ! � /��$�� � !
� /��$�� � !- A� %�3�+�/�(

#�$� 
 � ( � � ( 
 � ( � � ! : 
 � ( � ( � ( � � -

�� ) #�$ #�� &� %�#�%��4�/0 *�6��* �� ,�//� )�>

#�$ � 
 � � � ! : ��

#�$ � � >>�� � ! : � >>#�$ � �� � ! �

5 �.// ��,�/* $�� *�6��$��� ,�%$�� �3�%������ #�$� 
 � ( � � ( 
 � ( � � !>

#�$ � 
 �� � � � 
 �� � � ! : � >>#�$ � 
 � � � 
 �� � � !

: � >>� >>#�$ � 
 � � 
 �� � � !

: � >>� >>
 �� � �

: � >>
 �� �� � �

: 
 �� �� �� � � �

5 � #�� �/�� )%�$� #�$ �� � %�#�%��4�/0 *�6��* �%�#�*�%� $��$ �%��$� ��$ $��
�/�+�� $� �, $�� $) � /��$�>

#�$�2 ( ( !> �$ 2 : 
 � �%
� �%��$�( !

&�


�%��$����*� 2 !!O
#�$�$��/� 2 !( ( !

'�

end example
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example 3.26 Sorting a List by Insertion

7�$.� *�6�� � ,��#$��� $� ��%$� /��$ �, � � + &�%� &0 %����$�*/0 ����%$��� � ��)
� � + &�%�� $� �� �/%��*0 ��%$�* /��$ �, � � + &�%�- ?��� ��� �����%$	 �� � ,��#$���
$��$ *� �� $��� '�&- "��� $�� ��%$,��#$��� �$��/, �� ���0 - A�%� &���� #���( ��$�#�
$��$ $�� �+�$ 0 /��$ �� �/%��*0 ��%$�*- A� %$�� ��*�#$��� #��� ) � ��%$$�� /��$ � >>
( &0 ����%$��� � �� $� $�� /��$ �&$����* &0 ��%$��� ( - "�� *�6��$��� #�� &� )%�$$��
�� ,�//� )�>

��%$� 
 � ! : 
 � �

��%$� � >>� ! : ����%$ � �� ��%$� � !! �

�4 �%0$���� ���+� $� +�� � ����� �� /��� �� ����%$ *� �� �$� '�&- 5 �.// ����+� $��$
)����4 �%$�� � � + &�%$� &� ����%$�* �� �/%��*0 �� $�� /��$( $��� � ��) #�� 0 )�//
&� �/�#�* $� $�� /�,$ �, $�� ��� �/%��*0 $��%�- �� ) /�$.� *�6�� ����%$- =����( $��
&���� #��� �� ���0 - "�� �+�$ 0 /��$ �� ��%$�*( ��* $� ����%$ � �� $� 
 � ( ) � ��+�/0
#%��$� $�� ����/�$�� /��$ 
 � � - 2$��%)�����, $�� ��%$�* /��$ �� ��$ �+�$ 0���$��%
� &�/���� �� $�� /�,$ �, $�� /��$( �%�$ ����/* �#$��//0 &� ����%$�* ��+�)��%� �/��
�� $�� /��$- =� �,8$���8�/�� *�6��$��� #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

����%$ � �� 	 ! : �, 	 : 
 � $��� 
 � �

�/�� �, � 
 ���* � 	 ! $��� � >>	

�/�� ���* � 	 ! >>����%$ � �� $��/ � 	 !! �

��$�#� $��$ ����%$ ) �%�� ��/0 )��� � �� �/%��*0 ��%$�*- A� %�3�+�/�( ) �.// ��,�/*
$�� *�6��$��� �, ����%$��( 
 �( 
( 
( � � !>

����%$ �� � 
 � � 
 � 
 � � � ! : � >>����%$ �� � 
 
 � 
 � � � !

: � >>
 >>����%$ �� � 
 
 � � � !

: � > >
 >> � >>
 
 � � �

: 
 � � 
 � � � 
 � � � �

end example

example 3.27 TheMap Function

7�$.� ��� �� ) $�� +�� ,��#$��� #�� &� *�6��* %�#�%��4�/0- A�% �3�+�/�( +��
��� $�� ,�//� )��� %�#�%��4� *�6��$���( �� )��# � ) � ��� $�� ��63 �3�%������ � >>(
,�%#���� � ( ( !>

+�� � �� 
 � ! : 
 � �

+�� � �� � >>� ! : � � � ! >>+�� � �� � ! �
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A� %�3�+�/�( ) �.// ��,�/* $�� �3�%������ +��� �( 
 � ( � ( � � !-

+�� � �� 
 �� �� � � ! : � � � ! >>+�� � �� 
 �� � � !

: � � � ! >>� � � ! >>+�� � �� 
 � � !

: � � � ! >>� � � ! >>� � � ! >>+�� � �� 
 � !

: � � � ! >>� � � ! >>� � � ! >>
 �

: 
 � � � ! � � � � ! � � � � ! � �

end example

3.2.4 BinaryTrees

7�$.� /� �� �$ ��+� ,��#$���� $��$ #�+��$� �%�� �%$��� �, &���%0 $%���- " � �$�%$(
���� ��� ) � ���* $� ��� ) $�� � � + &�%�, �� *�� �� � &���%0 $%��-?��#� $�� ��$ �,
&���%0 $%��� � 4� %� ��%$�#�/�% ��$ #�� &� *�6��* ��*�#$�4 �/0( ) � ����/* &� �&/�
$� #�+� �� )�$� � %�#�%��4�/0 *�6��* ,��#$��� $��$ ���$� ��% ���*�- 7�$ ��� *��	
&� $�� ,��#$��� $��$ %�$�%�� $�� � � + &�%�, �� *�� �� � &���%0 $%��- ?��#� $��
�+�$ 0 $%����� �� �� *��( ) � �� 4� �� *��� 
 � ! : � - � , $�� $%���� ��$ �+�$ 0( $���
$�� � � + &�%�, �� *�� #�� &� #�+��$�* &0 �**��� � $� $�� � � + &�%�, �� *�� ��
$�� /�,$ ��* %���$ ��&$%���- "�� �1��$����/ *�6��$��� �, �� *�� #�� &� )%�$$�� ��
,�//� )�>

�� *�� � 
 � ! : � �

�� *�� �$%��� �� �� � !! : � < � � *�� � � ! < � � *�� � � ! �

�, ) � ) � � $ $�� #�%%�����*��� �,8$���8�/�� ,�%+ �, $�� *�6��$���( �$ /� ��� /�� �

�� *�� � � ! : �, � : 
 � $��� �

�/�� � < � � *�� �/�,$ � � !! < � � *�� �%��� $� � !! �

A� %�3�+�/�( ) �.// �4 �/��$� �� *��� * ! ,�%* : 
 � ( � ( 
 � � ( � ( 
 � � >

�� *�� � � ! : � < � � *�� � 

 � � � � 
 � � ! < � � *�� � 
 � !

: � < � < � � * � � � 
 � ! < � � *�� � 
 � ! < � � *�� � 
 � !

: � < � < � < � < �

: 
 �

example 3.28 A Binary Search Tree

?��� ��� ) � �� 4� � &���%0 ���%#� $%��)���� �� *�� �%� � � + &�%�(��* ) � ) � � $$�
�** � ��) � � + &�%$� $�� $%��(��*�% $�� ����+�$��� $��$ $�� ��) $%���� �$�// �
&���%0 ���%#� $%��- = ,��#$��� $� *� $�� '�& ���*� $) � �%��+�� $�( � � �+ &� %�
��* � &���%0 ���%#� $%��* - 7�$ $�� ��+� �, $�� ,��#$��� &� �����%$-	
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"�� &���� #��� �� ���0 - � , * : 
 � ( $��� %�$�%� $%���
 � ( � ( 
 � !- "��
��*�#$��� ��%$ �� �$%���� $,�%)�%*- �, � � %��$� * !( $��� ) � ���* $� %��/�#�
$�� ��&$%�� /�,$� * ! &0 ����%$� � ( /�,$� * !!- 2$��%)���( ) � %��/�#� %���$�* ! &0
����%$� � ( %���$�* !!- ��$�#� $��$ %����$�* �/�+�� $� �%� �� $�%�* $� $�� %���$- �, ) �
*�*�.$ ) � � $ $� �** %����$�* �/�+�� $�( $��� ) � #��/* ��+�/0 %�$�%�* )����4 �%
� : %� �$� * !- "�� �,8$���8�/�� ,�%+ �, $�� *�6��$��� ��

����%$ � �� � ! : �, � : 
 � $��� $%��� 
 � � � � 
 � !

�/�� �, � � %��$ � � ! $���

$%�������%$ � �� /�,$ � � !! � %��$ � � ! � %���$� � !!

�/��

$%���/�,$ � � ! � %��$ � � ! � ����%$ � �� %���$� � !!! �

�� ) ���� ��� ) � ) � � $ $� &��/* � &���%0 ���%#� $%��,%�+ � ��4 �� /��$ �, � � + &�%�
�� )��# � $�� � � + &�%� �%� �� �� ��%$�#�/�% �%*�%-5 � #�� ��� $�� ����%$ ,��#$���
�� $�� +��� ���%�*��� $ �� � %�#�%��4� *�6��$���- 7�$ �+�� �" %��	 &� $�� ��+� �,
$�� ,��#$���- 5 �.// ��� $) � 4�%��&/�� $� *��#%�&� $�� ,��#$���( � &���%0 ���%#�
$%��* ��* � /��$ �, � � + &�%� ( -

+�� �" %��� � � � ! : �, � : 
 � $��� � ��-�!

�/�� +�� �" %�������%$ ����* � � ! � � ! � $��/ � � !! �

" � #���$%�#$ � &���%0 ���%#� $%��)�$� $��� ,��#$���( ) � ���/0 +�� �" %�� $� $��
���% �, �%��+�� $� � 
 � ( ( !- =� �� �3�+�/�( $�� %��*�%����/* ��,�/* $�� *�6��$���
,�%$�� #�// +�� �" %���
 � ( 
 �( 
( D� !-

"�� ,��#$��� +�� �" %�� #�� &� *�6��* ���$��% ) � 0- ?��� ��� ) � #����*�%
$�� ,�//� )��� *�6��$��� ,�%#���$%�#$��� � &���%0 ���%#� $%��>

+�� �" %��� � � � ! : �, � : 
 � $��� � ��-��!

�/�� ����%$ ����* � � ! � +�� �" %��� � � $��/ � � !!! �

G� � ����/* �4 �/��$� $�� �3�%������ +�� �" %���
 � ( 
 �( 
( D� ! &0 ��,�/*��� $���
�/$�%��$�4 � *�6��$���- �$ ����/* ��/� �3�/��� $�� *�M�%��#� &� $) ��� $�� $) �
*�6��$����-

end example

TraversingBinaryTrees

"��%� �%� ��4 �%�/ ���,�/ ) � 0� $� /��$ $�� �� *�� �, � &���%0 $%��- "�� $�%�� +��$
� ���/�% +�$�� *� �, $%�4�%���� � &���%0 $%�� �%� #�//�* ,� � � � ���� 	��� ���� ��*
, ��
�� ���� 5 �.// �$�%$)�$� $�� *�6��$��� �, � �%��%*�%$%�4�%��/-
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������ �	� = &���%0 $%��-

Preorder Traversal
"�� ,� � � � ��� $%�4�%��/ �, � &���%0 $%���$�%$�&0 4���$��� $�� %��$- "��� $��%�
�� � �%��%*�%$%�4�%��/ �, $�� /�,$ ��&$%�� ,�//� ) � * &0 � �%��%*�%$%�4�%��/ �,
$�� %���$ ��&$%��-

A� %�3�+�/�( $�� �%��%*�%/��$��� �, $�� �� *�� �, $�� &���%0 $%�� �� A���%�
�-
 �� 
 � ( � ( � ( � ( � � -

�$.� #�++�� �%�#$�#�$� )%�$� $�� /��$��� )�$���$ �� 0 ���#$��$��� �0+ &�/� ��

� � � � � -

example 3.29 A Preorder Procedure

?��#� &���%0 $%��� �%� ��*�#$�4 �/0 *�6��*( ) � #�� ����/0 )%�$� � %�#�%��4�/0
*�6��* �%�#�*�%� $� ��$��$ $�� �%��%*�%/��$��� �, � &���%0 $%��- A� %�3�+8
�/�( $�� ,�//� )��� %�#�%��4�/0 *�6��* �%�#�*�%� �%��$� $�� �%��%*�%/��$��� �, �$�
�%��+�� $ * -

H%��%*�%�* !> �$ * �: 
 � �%
�
�%��$�%��$� * !!O
H%��%*�%�/�,$�* !!O
H%��%*�%�%���$�* !!

'�

end example

example 3.30 A Preorder Function

�� ) /�$.� )%�$� � ,��#$��� $� #�+��$� $�� �%��%*�%/��$��� �, � &���%0 $%��-
7�$$��� ��%�2%*	 &� $�� ��+� �, $�� �%��%*�%,��#$���( �� �1��$����/ *�6��$���
#�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

�%�2%*� 
 � ! : 
 � �

�%�2%*�$%��� �� �� � !! : � >>#�$ ��%�2%* � � ! � �%�2%*� � !! �
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"�� �,8$���8�/�� ,�%+ �, �%�2%* #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

�%�2%*� � ! : �, � : 
 � $��� 
 �

�/�� %��$ � � ! >>#�$ ��%�2%* �/�,$ � � !! � �%�2%*�%��� $� � !!! �

5 �.// �4 �/��$� $�� �3�%������ �%�2%*�* ! ,�% $�� $%�� * : 
 � ( � ( 
 � � ( � (

 � � >

�%�2%*� � ! : � >>#�$ ��%�2%* � 

 � � � 
 � � ! � �%�2%*� 
 � !!

: � >>#�$ � � >>#�$ ��%�2%* � 
 � ! � �%�2%*� 
 � !! � �%�2%*� 
 � !!

: � >>#�$ � � >>
 � � 
 � !

: � >>#�$ � 
 � � � 
 � !

: � >>
 � �

: 
 �� � � �

end example

"�� *�6��$���� ,�%$�� ���%*�% ��* � ��$�%*�% $%�4�%��/� �, � &���%0 $%���%�
��+�/�% $� $�� �%��%*�%$%�4�%��/- "�� ��/0 *�M�%��#� �� )��� $�� %��$ �� 4���$�*
*�%��� $�� $%�4�%��/-

Inorder Traversal
"�� 	��� ��� $%�4�%��/ �, � &���%0 $%���$�%$�)�$� �� ���%*�% $%�4�%��/ �, $��
/�,$ ��&$%��- "��� $�� %��$ �� 4���$�*- 7��$/0 ( $��%� �� �� ���%*�% $%�4�%��/ �,
$�� %���$ ��&$%��-

A� %�3�+�/�( $�� ���%*�% /��$��� �, $�� $%���� A���%� �-
 ��

� � � � � -

Postorder Traversal
"�� , ��
�� ��� $%�4�%��/ �, � &���%0 $%���$�%$�)�$� � � ��$�%*�% $%�4�%��/ �,
$�� /�,$ ��&$%�� ��* �� ,�//� ) � * &0 � � ��$�%*�% $%�4�%��/ �, $�� %���$ ��&$%��-
7��$/0 ( $�� %��$ �� 4���$�*-

"�� � ��$�%*�% /��$��� �, $�� $%���� A���%� �-
 ��

� � � � � -

5 �.// /�� 4� $�� #���$%�#$��� �, $�� ���%*�% ��* � ��$�%*�% �%�#�*�%�� ��*
,��#$���� �� �3�%#����-
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3.2.5 Two MoreProblems

5 �.// /� �� �$ $) � +�%� �%�&/�+�( ��# � � , )��# � %�1��%�� � /�$$/� �3$%�$�������
�� $�� ) � 0 $� � ��/�$���-

TheRepeatedElementProblem

?��� ��� ) � ) � � $ $� %�+� 4� %����$�* �/�+�� $� ,%�+ � /��$- F�� ��*��� �� �� )
) � �%�#��*( $��%� +��� $ &� *�M�%��$ ��/�$����- A� %�3�+�/�( ) � #�� %�+� 4� $��
%����$�* �/�+�� $� ,%�+ $�� /��$ 
 � ( %( � ( � ( � � �� $�%�� ) � 0�( *�� ��*��� �� )��# �
� ##�%%��#��, � ) � � ���> 
 � ( %( � � ( 
%( � ( � � ( � %
%( � ( � � - 5 �.// ��/4 � $�� �%�&/�+
&0 �/) � 0� � ������ $�� /�,$+��$ � ##�%%��#��, ��# � �/�+�� $- 7�$ �%�+� 4� 	 &� $��
,��#$��� $��$ $�� �� � /��$ ( ��* %�$�%��$�� /��$ %�+� 4� � ( !( )��# � ��� �� %����$�*
�/�+�� $� ��* #�� $���� $�� /�,$+��$ � ##�%%��#��, ��# � �/�+�� $ � , ( -

" � �$�%$$����� �M( ) � #�� �� 0 %�+� 4� � 
 � ! : 
 � - � � ) �, ( �: 
 � ( $��� ( ���
$�� ,�%+ ( : � >>3 ,�%��+� /��$ 3 - � � $��� #���( $�� ���* �, %�+� 4� � ( ! ����/*
&� � - "�� $��/ �, %�+� 4� � ( ! #�� &� �&$����* &0 %�+� 4��� �// � ##�%%��#�� �, �
,%�+ 3 ��* $��� %�+� 4��� �// %����$�* �/�+�� $� ,%�+ $�� %���/$��� /��$- ?� ) �
���* � ��) ,��#$��� $� %�+� 4� �// � ##�%%��#�� �, �� �/�+�� $ ,%�+ � /��$-

7�$ %�+� 4�=//� � ( 3 ! *���$� $�� /��$ �&$����* ,%�+ 3 &0 %�+� 4��� �// � ##�%8
%��#�� �, � - � � ) ) � #�� )%�$� �� �1��$����/ *�6��$��� ,�% $�� %�+� 4� ,��#$���
�� ,�//� )�>

%�+� 4� � 
 � ! : 
 � �

%�+� 4� � � >>� ! : � >>%�+� 4� �%�+� 4�=// � �� � !! �

5 � #�� %�)%�$�$�� ��/�$��� �� �,8$���8�/�� ,�%+ �� ,�//� )�>

%�+� 4� � � ! : �, � : 
 � $��� 
 �

�/�� ���* � � ! >>%�+� 4� �%�+� 4�=// ����* � � ! � $��/ � � !!! �

" � #�+�/�$� $�� $���( ) � ���* $� *�6�� $�� �%�+� 4�=//	 ,��#$���- "�� &����
#��� �� %�+� 4�=//� � ( 
 � ! : 
 � - �, 3 �: 
 � ( $��� $�� 4�/�� �, %�+� 4�=//� � ( 3 !
*�� ��*� �� ���*� 3 !- �, ���*� 3 ! : � ( $��� $�%�) �$ � ) � 0 ��* %�$�%�$�� 4�/��
�, %�+� 4�=//� � ( $��/� 3 !!- E�$ �, ���*� 3 ! �: � ( $��� �$.� � � ��� �%-?� ) � ����/*
%�$�%�$�� 4�/�� ���*� 3 ! >> %�+� 4�=//� �� $��/� 3 !!- 5 � #�� )%�$� $�� *�6��$���
�� �,8$���8�/�� ,�%+ �� ,�//� )�>

%�+� 4�=// � �� � ! : �, � : 
 � $��� 
 �

�/�� �, ���* � � ! : � $���

%�+� 4�=// � �� $��/ � � !!

�/��

���* � � ! >>%�+� 4�=// � �� $��/ � � !! �
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5 �.// �4 �/��$� $�� �3�%������ %�+� 4�=//� � ( 
 � ( � ( � ( � � !>

%�+� 4�=// � �� 
 �� �� �� � � ! : � >>%�+� 4�=// � �� 
 �� �� � � !

: � >>%�+� 4�=// � �� 
 �� � � !

: � >>� >>%�+� 4�=// � �� 
 � � !

: � >>� >>%�+� 4�=// � �� 
 � !

: � >>� >>
 �

: � >>
 � �

: 
 �� � � �

" %0 $� )%�$� ��$ ��# � ��,�/*��� �$�� �� $�� �4 �/��$��� �, $�� �3�%������
%�+� 4� � 
 � ( � ( � � !- E� ��%� $� �$�%$)%�$��� �$ $�� /�,$8���* �*�� �, 0��% ��� �%-

ThePowerSetProblem

?��� ��� ) � ) � � $$� #���$%�#$ $�� � � ) � %��$ �, � 6��$� ��$- 2�� ��/�$��� ���� $��
,�#$ $��$ � � ) �%�� � � � * ! �� $�� ����� �, � � ) �%�* ! ��* $�� ��$ �&$����* ,%�+
� � ) �%�* ! &0 �**��� � $� ��# � � , �$� �/�+�� $�- 7�$.� ��� )��$��% ) � #�� *��#� 4� %
� ��/�$��� $�#���1�� &0 #����*�%��� � �+�// �3�+�/�- 7�$ � : � � ( � ( � � - "���
) � #�� )%�$� � � ) �%�� ! � � ,�//� )�>

�� ) � %� 	 ! : ��� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� �� � ��

: ��� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �

5 �.4 � )%�$$�� � � ) �%�� ! : � � � ( )��%� � �� �&$����* ,%�+ � &0 �**��� $��
��*�%/���* �/�+�� $ � $� ��# � ��$ �� � - � , ) � %��%���� $ � �� $�� /��$ 
 � ( � ( � � ( $���
) � #�� %��$�$� $�� *�6��$��� ,�%� � ) �%�� ! � � $�� #��#�$���$��� �, $�� ,�//� )���
$) � /��$�>


 � ( 
 � � ( 
 � � ( 
 � ( � � � ��* 

 � � ( 
 � ( � � ( 
 � ( � � ( 
 � ( � ( � � � -

"�� 6%�$�, $���� /��$� �� � � ) �%�
 � ( � � !- "�� ��#��* /��$ #�� &� �&$����* ,%�+
� � ) �%�
 � ( � � ! &0 ) �%���� &�#�) �%* $� $�� ���) �%�� ,�//� )�>



 � � � 
 �� � � � 
 �� � � � 
 �� �� � �� : 
 � >>
 � � � >>
 � � � � >>
 � � � � >>
 �� � ��

: +�� �>>� 

 �� 
 � � � 
 �� 
 � �� � 
 �� 
 � �� � 
 �� 
 �� � ��� !

: +�� �>>� *��$ � �� �� ) � %� 
 �� � � !!! �

"��� �3�+�/� �� $�� � � 0 $� $�� ��*�#$��� ��%$ �, $�� *�6��$���- B���� $��
,�#$ $��$ � � ) �%�
 � ! : 
 � � �� $�� &���� #���( ) � #�� )%�$� *� )� $�� ,�//� )���
*�6��$��� ,�%� � ) �%>

�� ) � %� 
 � ! : 

 �� �

�� ) � %� � >>� ! : #�$ �� � ) �%� � ! � +�� �>>� *��$ � �� �� ) � %� � !!!! �



���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

	�� � ���
����� �
����
�� ��� �� 
���
��� �
	

"�� �,8$���8�/�� ,�%+ �, $�� *�6��$��� #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

� �)� %� � ! : �, � : 
 � $��� 

 �� �/��

#�$ �� � ) �%�$��/ � � !! � +�� �>>� *��$ ����* � � ! � � � ) � %�$��/ � � !!!!! �

5 �.// �4 �/��$� $�� �3�%������ � � ) �%�
 � ( � � !- "�� 6%�$�$�� 0��/*� $�� �1��$���

� � ) �%�
 � ( � � ! : #�$�� � ) �%�
 � � !( +���>>( *��$� � ( � � ) �%�
 � � !!!!-

�� ) ) �.// �4 �/��$� � � ) �%�
 � � ! ��* ��&�$�$�$� �$ �� $�� �%�#�*��� �1��$���>

�� ) � %� 
 � � ! : #�$ �� � ) �%� 
 � ! � +�� �>>� *��$ � �� � �)� %� 
 � !!!!

: #�$ � 

 �� � +�� �>>� *��$ � �� 

 �� !!!

: #�$ � 

 �� � 
 � >>
 � � !

: #�$ � 

 �� � 

 � �� !

: 

 � � 
 � �� �

�� ) ) � #�� #�� $�� �� )�$� $�� �4 �/��$��� �, � � ) �%�
 � ( � � !>

�� ) � %� 
 �� � � ! : #�$ �� � ) �%� 
 � � ! � +�� �>>� *��$ � �� �� ) � %� 
 � � !!!!

: #�$ � 

 � � 
 � �� � +�� �>>� *��$ � �� 

 � � 
 � �� !!!

: #�$ � 

 � � 
 � �� � +�� �>>� 

 �� 
 � � � 
 �� 
 � ��� !!

: #�$ � 

 � � 
 � �� � 
 � >>
 � � � >>
 � �� !

: #�$ � 

 � � 
 � �� � 

 � � � 
 �� � �� !

: 

 � � 
 � � � 
 � � � 
 �� � �� �

3.2.6 Infinite Sequences

7�$.� ��� �� ) ��+� ��6��$� ��1���#�� #�� &� *�6��* %�#�%��4�/0- " � �//��$%�$�
$�� �*��( ���� ��� $�� ,��#$��� ��� $�	 %�$�%�� $�� ,�//� )��� ��6��$� ��1���#� ,�%
�� 0 �� $���% � >

�� $�� � ! : 
 � ( � < � ( � < 
 ( � � � � -

5 �.// ����+� $��$ $��$ $�� /��$ �� �%�$���� �, #���( ���*( ��* $��/ ) �%� ,�%��6��$�
��1���#��- A� %�3�+�/�( $�� ,�//� )��� %�/�$�������� ��/*-

�� $� � � ! : � >>�� $� � � < � ! �

���* ��� $� � � !! : ��

$��/ ��� $� � � !! : �� $� � � < � ! �

�4 �� $����� $�� *�6��$��� �, �� $� *� �� ��$ #��,�%+ $� ��-
!( �$ �� �$�// %�#�%��4�/0
*�6��* &�#���� �$ �� *�6��* �� $�%+� �, �$��/,- �, ) � �3�#�$�* $�� *�6��$���( ��
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��6��$� /� �� ) ��/* #���$%�#$ $�� ��6��$� ��1���#�- A� %�3�+�/�( �� $���! ) ��/*
#���$%�#$ $�� ��6��$� ��1���#� �, ��$�%�/ � � + &�%� �� ,�//� )�>

�� $� ��! : � >>�� $� ��!

: � >>� >>�� $� �
!

: � >>� >>
 >>�� $� ��!

: � � � �

�� �%�#$�#�( �� ��6��$� ��1���#� �� ���* �� �� �%��+�� $ ��* �� �� �4 �/��$�* ��/0
)��� ��+� �, �$� 4�/��� �%� ���*�*- 2�#� $�� ���*�* 4�/��� �%� #�+��$�*( $��
�4 �/��$��� �$���- "��� �� �� �3�+�/� �, � $�#���1�� #�//�* 
�'# ���
��
	�� - A� %
�3�+�/�( $�� ,�//� )��� ,��#$��� %�$�%��$�� � $� �/�+�� $� , � � ��6��$� ��1���#� � -

��$� � ( � ! : � , � : � $��� ���*� � ! �/�� ��$� �  �( $��/� � !!-

example 3.31 Picking Elements

5 �.// ��$ $�� $��%* �/�+�� $ ,%�+ $�� ��6��$� ��1���#� �� $��
! &0 ��,�/*��� $��
�3�%������ ��$��( �� $��
!!>

��$ �� � �� $� �
!! : ��$ �
 � $��/ ��� $� �
!!!

: ��$ �� � $��/ �$��/ ��� $� �
!!!!

: ���* �$��/ �$��/ ��� $� �
!!!!

: ���* �$��/ �$��/ �
 >>�� $� ��!!!!

: ���* �$��/ ��� $� ��!!!

: ���* �$��/ �� >>�� $� ��!!!

: ���* ��� $� ��!!

: ���* �� >>�� $� ��!!

: � �

end example

example 3.32 Summing

?��� ��� ) � ���* � ,��#$��� $� ��+ $�� 6%�$� �/�+�� $� �� �� ��6��$� ��1���#�
� �, �� $���%�- "�� ,�//� )��� *�6��$��� *� �� $�� $%�#�>

��+� � ( � ! : � , � : � $��� � �/�� ���*� � ! < ��+� �  �( $��/� � !!-
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5 �.// #�+��$� $�� ��+ �, $�� 6%�$$�%�� � � + &�%� �� �� $��D!>

��+ �� � �� $� �D!! : D< ��+ �
 � �� $� �;!!

: D < ; < � � + � � � �� $� �
!!

: D < ; < 
 < � � + � � � �� $� ��!!

: D < ; < 
 < �

: � ; �

end example

example 3.33 TheSieve of Eratosthenes

?��� ��� ) � ) � � $ $� �$�*0 �%�+� � � + &�%�- A� %�3�+�/�( ) � +��� $ ) �� $ $� 6�*
$�� ;��$� �%�+�( ) � +��� $ ) �� $ $� 6�* $�� *�M�%��#� &� $) ��� $�� ;��$� ��*
;���$ �%�+��( ��* �� ��- 2�� ) � 0 $� �%�#��* +��� $ &� $� *�6�� ,��#$���� $�
�3$%�#$��,�%+�$��� ,%�+ $�� ,�//� )��� ��6��$� ��1���#� �, �// �%�+� � � + &�%�-

/�	.�� : 
 
( �( ;( �( ��( ��( ��( � � � � -

5 �.// #���$%�#$ $��� ��6��$� ��1���#� &0 $�� +�$�� * � , �%�$��$����� �#�//�* 
��
�	��� �� $� �
��
����� !- "�� +�$�� * �$�%$�)�$� $�� ��6��$� ��1���#� �� $��
!>

�� $��
! : 
 
( �( D(;( 
( �( �( �( ��( � � � � -

"�� ��3$ �$�� %�+� 4� � �// + �/$��/�� �, 
 ��3#��$ 
! $� �&$��� $�� ��6��$� ��1���#�


 
( �( ;( �( �( ��( ��( �;( � � � � -

"�� ��3$ �$�� %�+� 4� � �// + �/$��/�� �, � ��3#��$ �! �%� %�+� 4� * $� �&$��� $��
��6��$� ��1���#�


 
( �( ;( �( ��( ��( ��( � � � � -

"�� �%�#��� #�� $�� ��� �� $��� ) � 0-
5 � #�� #���$%�#$ $�� *���%�* ��6��$� ��1���#� �, �%�+�� ��#� ) � �� 4� $��

,��#$��� $� %�+� 4� + �/$��/�� �, � � �+ &� %,%�+ �� ��6��$� ��1���#�- �, ) � /�$
%�+� 4� � � ( � ! *���$� $�� ��6��$� ��1���#� �&$����* ,%�+ � &0 %�+� 4��� �// + �/$�8
�/�� �, � ( $��� ) � #�� *�6�� $�� ���4 � �%�#��� �� ,�//� )� ,�%�� ��6��$� ��1���#�
� �, � � + &�%�>

���4 �� � ! : ���*� � ! >> ���4 ��%�+� 4�����*� � !( $��/� � !!!-

E�$ ) � ���* $� *�6�� $�� %�+� 4� ,��#$���- ��$�#� $��$ ,�% ��$�%�/ � � + &�%� .
��* � )�$� � � � $��$ ) � �� 4� $�� ,�//� )��� �1��4 �/��#��>

. �� � + �/$��/� �, � �M� *�4�*�� . �M. +� * � : � -



���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

�
� ������� 	 � �
���� 
���
� �������
��

"��� �//� )� �� $� )%�$� $�� ,�//� )��� *�6��$��� ,�%$�� %�+� 4� ,��#$���>

%�+� 4� � �� � ! : �, ���* � � ! + � * � : � $��� %�+� 4� � �� $��/ � � !!

�/�� ���* � � ! >>%�+� 4� � �� $��/ � � !! �

"��� ��% *���%�* ��1���#� �, �%�+�� �� %��%���� $�* &0 $�� �3�%������

/�	.�� : ���4 ���� $��
!!-

�� $�� �3�%#���� ) �.// �4 �/��$� ��+� ,��#$���� *��/��� )�$� �%�+��-
end example

Exercises

() 
&�
���� *
�����) 
&� +
'�
# , �����"��

�� @�4�� $�� ,�//� )��� *�6��$��� ,�%$�� � $� A�&���##� � � + &�%>

6&� � ! : � �

6&� � ! : � �

6&� � ! : 6 &� � � � ! < 6 &� � � 
! �, � 
 � �

5 %�$�*� )� ��# � �$�� �� $�� �4 �/��$��� �, 6&�D!-


- @�4�� $�� ,�//� )��� *�6��$��� ,�%$�� /���$� �, � /��$>

/���$�� ( ! : � , ( : 
 � $��� � �/�� � < /���$��$��/� ( !!-

5 %�$�*� )� ��# � �$�� �� $�� �4 �/��$��� �, /���$�� 
 � ( � ( 
( � � !-

�� A� %��# � � , $�� $) � *�6��$���� �, �+�� �" %��	 ��4 �� &0 ��-�! ��* ��-��!( )%�$�
*� )� �// �$��� $� �4 �/��$� +�� �" %���
 � ( 
 �( 
( D� !-

��� 	 
��

�� 9���$%�#$ � %�#�%��4� *�6��$��� ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� ,��#$����( )��%� �//
4�%��&/�� �%� ��$�%�/ � � + &�%�-


� � � � ! : � < 
 < D < � � � < 
 � -
&- � � � ! : N� �%���
! < N� �%���
! < � � � < N� �%�� �
!-
�� � � � ! : �#*��( � ! < �#*�
( � ! < � � � < �#*� � ( � ! ,�%� � �-
*- � � � ! : � � + � * 
 ! < � � + � * � ! < � � � < � � +� * � � < 
!!-

� � � � ( � ! : � < � < 
 � < � � � < �� -
,- � � � ( � ! : � < � � < � ! < � � < 
 ! < � � � < � � < � !-
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�� 9���$%�#$ � %�#�%��4� *�6��$��� ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� �$%��� ,��#$���� ,�%
�$%���� � 4� %$�� �/���& �$ � � ( � � -


� � � � ! %�$�%��$�� %�4�%�� �, � -
&- � � � ! : �# ( )��%� # �� $�� %�4�%�� �, � -
�� � � � ( #! $��$� )��$��% � �� � �%�63 �, #-
*- � � � ( #! $��$� )��$��% � : #-

� � � � ! $��$� )��$��% � �� � ��/��*%�+�-

�����

�� 9���$%�#$ � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% ��# � � , $�� ,�//� )��� ,��#$���� $��$ ��8
4�/4 � /��$�- B�� $�� ��63 ,�%+ �, #��� �� $�� %�#�%��4� ��%$ �, ��# � *�6��$���-
�� �$��% ) �%*�( )%�$� � >>
 �� �/�#� �, #���� � ( 
 !-


� � � � ! : 
 
 � ( 
��  �!( � � � ( 
 ( � � -
&- +�3� ( ! �� $�� +�3�+ �+ 4�/�� �� ����+�$ 0 /��$ ( �, � � + &�%�-
�� � � �� 
 � � � � � �� � � � ! : � � < � � � < � � � � < � � � < � � � � �
*- � � ( ! : $�� /��$ �, �/�+�� $� � �� /��$ ( $��$ �� 4� �%�� �%$0 / -

� � � � ( 
 � � ( � � � ( � � � ! : 
 � � < � ( � � � ( � � < � � -
,- � � � ( 
 � � � ( #� !( � � � ( � � � ( #� ! � ! : 
 � � � < � ( #� !( � � � ( � � � < � ( #� ! � -
�� � � � ! : 
 ��( � !( ��( �  �!( � � � ( � �  �( �!( � � ( � ! � - -	�
 >B�� ��%$ �, !-
�- � �%( 
 � � ( � � ( � � � ( � � � ! : 
 � � � ( %� � � !!( � � � ( %� � � !!( � � � ( � � � ( %� � � !! � -
�� � �%( � ( 
 � � ( � � � ( � � � ! : 
 �%� � � !( � � � � !!( � � � ( �%� � � !( � � � � !! � -

-����  
� "�  "��*

�� 9���$%�#$ � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% ��# � � , $�� ,�//� )��� ,��#$���� $��$ ��8
4�/4 � /��$�- B�� $�� #�$ �� �%�$��� �%#���� �� �%�$��� �� $�� %�#�%��4� ��%$
�, ��# � *�6��$���- ���$�#� $��$ ,�%�� 0 /��$ ( ��* �/�+�� $ � ) � �� 4� #�$� ( (

 � � ! : #����� ( ( � !-!


� � � � ! : 
 �( �( � � � ( � � -
&- � � � ! : 
 �( 
( D(� � � ( 
 � � -
�� � � � ! : 
 �( �( ;( � � � ( 
 � < � � -
*- � � � ( � ! : 
 � ( � < � ( � < 
 ( � � � ( � < � � -

� � � � ( � ! : 
 �( � ( 
 � ( � � ( � � � ( �� � -
,- � �%( � ! : 
 ��( %��!!( ��( %��!!( � � � ( � � ( %� � !! � -
�� � � � ( . ! : 
 � ( � < � ( � < 
 ( � � � ( .  �( . � ( )��%� � 
 . -

�� 7�$ 	����
 &� � ,��#$��� $��$ �3$��*� �� 0 &���%0 ,��#$��� �� $��$ �$�4 �/�$�$��
� /��$ �, $) � � %+�%� �%��+�� $�- A� %�3�+�/�(

����%$�<( 
 �( D(
( � � ! : � < � D < � 
 < � ! ! : � 
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5 %�$�� %�#�%��4� *�6��$��� ,�% ����%$� �( ( !( )��%� � �� �� 0 &���%0 ,��#$���
��* ( �� � /��$ �, $) � �%+�%� �%��+�� $�-

�- 5 %�$�� %�#�%��4� *�6��$��� ,�%$�� ,��#$��� �1 $� #��# � $) � /��$� ,�%�1��/�$ 0-

��� 5 %�$�%�#�%��4� *�6��$���� ,�%$�� ,�//� )��� /��$ ,��#$����-


� "�� ,��#$��� �/��$	 $��$ %�$�%�� $�� /��$ �/�+�� $ � , � ����+�$ 0 /��$-
A� %�3�+�/�( /��$� 
 � ( � ( � � ! : � -

&- "�� ,��#$��� �,%�� $	 $��$ %�$�%��$�� /��$ �&$����* &0 %�+� 4��� $�� /��$
�/�+�� $ � , � ����+�$ 0 /��$- A� %�3�+�/�( ,%��$�
 � ( � ( � � ! : 
 � ( � ( � � -

��- 5 %�$�*� )� � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% $�� ,��#$��� ���/	 $��$ $��$� � /��$ �,
/�$$�%�$� ��� )��$��% $���% #��#�$���$���� ,�%+ � ��/��*%�+�- A� %�3�+�/�(
��/� 
 � ( � ( � ( � (� � ! : $%�����#� � ���� �� � ��/��*%�+�- -	�
� B�� $�� ,��#$����
�, �3�%#��� ��-

��� ?�/4 � $�� %����$�* �/�+�� $�%�&/�+ )�$� $�� %��$%�#$���$��$ ) � ) � � $$� � ���
$�� %���$+��$ � ##�%%��#��, ��# � %����$�* �/�+�� $- -	�
� B�� $�� ,��#$����
�, �3�%#��� ��-

���
�� � �

�

��- @�4�� $�� �/��&%��# �3�%������ � < � � �� � < � !!( *%�) � ��#$�%� �, $�� &���%0
$%��%��%���� $�$��� �, $�� �3�%������- "��� )%�$� *� )� $�� �%��%*�%(���%*�%(
��* � ��$�%*�% /��$���� �, $�� $%��-=%� �� 0 � , $�� /��$���� ,�+�/��% $� 0��C

��� 5 %�$�*� )� %�#�%��4� *�6��$���� ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� �%�#�*�%�� $� �%��$
$�� �� *�� �, � &���%0 $%��-


� ��> H%��$� $�� �� *�� �, � &���%0 $%��,%�+ �� ���%*�% $%�4�%��/-
&- H��$> H%��$� $�� �� *�� �, � &���%0 $%��,%�+ � � ��$�%*�% $%�4�%��/-

��� 5 %�$�*� )� %�#�%��4� *�6��$���� ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� ,��#$����- ��#/�*�
&�$� $�� �1��$����/ ��* �,8$���8�/�� ,�%+� ,�%��# � *�6��$���-


� /�� 4��> ��$�%�� $�� � � + &�%�, /��, �� *�� �� � &���%0 $%��-
&- ��2%*> ��$�%�� $�� ���%*�% /��$��� �, �� *�� �� � &���%0 $%��-
�� � ��$2%*> ��$�%�� $�� � ��$�%*�% /��$��� �, �� *�� �� � &���%0 $%��-

��� 9���$%�#$ � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% ��# � � , $�� ,�//� )��� ,��#$���� $��$ ��8
4�/4 � $%���- ���%���� $ &���%0 $%��� �� /��$� )��%� 
 � �� $�� �+�$ 0 $%����*
�� 0 ����+�$ 0 &���%0 $%����� $�� ,�%+ 
 ( ( � ( ) � ( )��%� � �� $�� %��$ ��* (
��* ) �%� �$� /�,$ ��* %���$ ��&$%���-


� � � * ! : ��+ �, 4�/��� �, $�� �� *�� �, * -
&- � � * ! : *��$� �, � &���%0 $%��* - 7�$ $�� �+�$ 0 $%���� 4� *��$�  �-
�� � � * ! : /��$ �, �� *�� 3 �� &���%0 $%��* $��$ �� 4� �%�� �%$0 ,�
*- � � * ! : +�3�+ �+ 4�/�� �, �� *�� �� $�� ����+�$ 0 &���%0 $%��* -
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��- ��#�// ,%�+ ?�#$��� �-D $��$ �� 0 �/��&%��# �3�%������ #�� &� %��%���� $�* ��
� $%����* $�� $%��#�� &� %��%���� $�* �� � /��$ )���� ���* �� $�� %��$ ��*
)���� $��/ �� $�� /��$ �, �� �%��*� �� $�� ,�%+ �, $%���- A� %�3�+�/�( $��
�/��&%��# �3�%������ � � � < � � � ( � ( � !( #�� &� %��%���� $�* &0 $�� /��$


 <( 
 � ( 
 � � ( 
 � �� ( 
 �( 
 � � ( 
 � � ( 
 � ��� -

�- F%�) $�� ��#$�%� �, $�� $%��,�%$�� ��4 �� �/��&%��# �3�%������-
&- 9���$%�#$ � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% $�� ,��#$��� � ��$ $��$ $�� �� ��

�/��&%��# �3�%������ )%�$$�� �� $�� ,�%+ �, � /��$ ��* %�$�%�� � /��$ �,
�� *�� �� �/��&%��# �3�%������ $%���� � ��$63 ��$�$���- A� %�3�+�/�(

� ��$� 
 <( 
 � ( 
 � � ( 
 � �� ( 
 �( 
 � � ( 
 � � ( 
 � ��� ! : 
 � ( � ( � ( � ( � ( � ( �( < � -

*
&
��"�� 
� ����� "$ � �0&
�

��� 9���$%�#$ � %�#�%��4� *�6��$��� ,�% ��# � � , $�� ,�//� )��� ,��#$���� $��$ ��8
4�/4 � /��$� �, $��/��- �, � �� �� � 8$��/�( $��� � � %��%���� $� $�� � $� #�+� ���� $
�, � -


� � � � ( ( ! �� $�� /��$ �, � $� #�+� ���� $� � � �, $��/�� � �� $�� /��$ ( -
&- ��/� � ( � ( ( ! �� $�� /��$ �, $��/�� � �� $�� /��$ ( ��# � $��$ � � : � -

�
�� *
0�
�
� �
# 
� �����

��� 5 %�$�� %�#�%��4� *�6��$��� ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� ,��#$����( �� )��# � $��
����$ �%��+�� $� �%� ��$� %��%���� $�* �� /��$�- B�� $�� �%�+�$�4� � � �%�$����
�, #���( ���*( ��* $��/ $� &��/* 0��% ,��#$���� ��/��� )�$� ,��#$���� �/%��*0
*�6��*!>


� ��K�+ &�%-A� %�3�+�/�( ��K�+ &� %��� 
 �� �� � � ! �� $%��-
&- ��?�&��$- A� %�3�+�/�( ��?�&��$� 
 �� � � � 
 �� �� � � ! �� $%��-
�� �%��1��/- A� %�3�+�/�( �%��1��/� 
 �� � � � 
 �� � � ! �� $%��-
*- �����- A� %�3�+�/�( ������ 
 �� � � � 
 �� � � ! : 
 �� �� � � -

� �� $�%��#$-A� %�3�+�/�( �� $�%��#$�
 �� � � � 
 �� � � ! : 
 � � -
,- *�M�%��#�- A� %�3�+�/�( *�M�%��#�� 
 �� �� � � � 
 �� � � ! : 
 �� � � -

 %
&&
��
�

��� 9�� ) � 0.� #��//���� ��1���#� �� *�6��* %�#�%��4�/0 �� ,�//� )�>

���	�� � ��! : � � 
 ! : � -
) � ����	��� � � � ! : � � � � �  �!! < � � �  � � �  �!! ,�%� � 
-

9�/#�/�$� $�� 6%�$�� �/�+�� $� � ��!( � �
!( � � � ( � ���!- "�� �%$�#/�&0 K�//� )�
R����S #�� $���� �� �##��� $ � , $��� ��1���#�-
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�- 7�$ 6&�� ! *���$� $�� � $� A�&���##� � � + &�%(��* /�$

��+� � ! : � < 
 < ��� < � -

5 %�$�� %�#�%��4� *�6��$��� ,�% $�� ,��#$��� � > � � � *�6��* &0 � � � ! :
��+�6&� � !!- -	�
� 5 %�$�*� )� ��4 �%�/ �3�+�/��( ��# � � � � ��!( � ��!( � �
!(
� ��!( � �D!( � � � - "��� $%0$� 6�* � ) � 0 $� )%�$� � �D! �� $�%+� �, � ��!- "���
+��� $ ��/� 0� � *��#� 4� %� ��$$�%�-

��� 5 %�$�� ,��#$��� �� �,8$���8�/�� ,�%+ $� �%�*�#� $�� 9�%$����� �%�*�#$ ��$
�, $) � 6��$� ��$�- G� � + � 0 ����+� $��$ $�� ��$� �%� %��%���� $�* �� /��$�-

��� 5 � #�� ���%� 3�+�$� $�� �1��%� %��$ �, � � �+ &� %&0 ����� $�� ��)$��8
������� +�$�� *( )��# � ��4 �� �� ��6��$� ��1���#� �, ���%� 3�+�$���� $� $��
�1��%� %��$ �, � &0 �$�%$��� )�$� �� ���$��/ ����� %- 5 � #�� *�6�� $��
��1���#� )�$� $�� ,�//� )��� ,��#$���>

�1%$�� ( %! : %>>�1%$�� ( ��-;!� %< � � � %!!!-

A��* $�� 6%�$$�%�� � � + &�%� �� ��# � � , $�� ,�//� )��� ��6��$� ��1���#��( ��*
#�+��%� $�� 4�/��� )�$� $�� �1��%� %��$ �&$����* &0 � #�/#�/�$�%-


� �1%$�D(�!- &- �1%$�D(
!- �� �1%$�D(�!-
*- �1%$�
( �!- 
� �1%$��( �!- ,- �1%$��( ;!-

��� A��* � *�6��$��� ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� ��6��$� ��1���#� ,��#$����-


� ?1��%�> ?1��%�� ��# � �/�+�� $ �� � ��1���#� �, � � + &�%�-
&- F�M>A��*� $�� *�M�%��#� �, $�� � $� ��* � $� � � + &�%� �, � ��1���#�-
�� H%�*> A��*� $�� �%�*�#$ �, $�� 6%�$� � � + &�%� �, � ��1���#�-
*- =**> =**� #�%%�����*��� �/�+�� $� �, $) � � �+�%�# ��1���#��-

� ?���� �� � ! : 
 �� � < �� � < 
 �� � < � �� � � � � -
,- K��> =��/��� � ,��#$��� $� ��# � �/�+�� $ � , � ��1���#�-
�� 7��$2,> A��*� $�� /��$ �, $�� 6%�$� �/�+�� $� �, � ��1���#�-

��� �4 �/��$� ��# � � , $�� ,�//� )��� �3�%������� &0 ��,�/*��� $�� *�6��$���� ,�%
/�	.�� ��* %�+� 4� ,%�+ �3�+�/� ��-


� ���*� /�	.�� !
&- $��/� /�	.�� ! � � $�/ %��#���� $�� 4�/�� ���4 ��%�+� 4� �
 � �� $� ��!!!-
�� %�+� 4� �
 � �� $� ��!! �� $�/ %��#���� $�� 4�/�� � >>
 >>%�+� 4��
 � �� $� �D!!-

��� ?��� ��� ) � *�6�� $�� ,��#$��� � > � � � &0

� � � ! : � , � � �� $��� �  �� �/�� � � � � � < ��!!-

"��� ,��#$��� �� %�#�%��4�/0 *�6��* �4 �� $����� �$ �� ��$ *�6��* &0 ��-
!-
@�4� � ��+�/� *�6��$��� �, $�� ,��#$���-
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3.3 Grammars

��,�%+�//0 ( � �%�++�% �� � ��$ �, %�/�� ���* $� *�6�� $�� �$%�#$�%��, $�� �$%����
�� � /�������- @%�++�%� �%� �+� �%$��$�� #�+��$�% �#���#� ��$ ��/0 ,�%*�6����
�%��%�++��� /��������( &�$ �/�� ,�% *�6���� *�$� ��$� ,�% �%��%�+�- " 0��#�/
���/�#�$���� $%0$� &��/* �/��%�$�+� $��$ $��$ )��$��% �%��$ �� �%&�$%�%0�$%���
&�/���� $� ��+� /�������- �� $��� ��#$��� ) �.// ��� $��$ �%�++�%� �%�4�*� �
#�� 4����� $ ��* ���,�/ ) � 0 $� *��#%�&� /�������� �� � ,������ ��+�/�% $� �� ��*�#8
$�4� *�6��$���( )��# � ) � *��#����* �� ?�#$��� �-�- 5 �.// �/�� ��� $��$ �%�++�%�
�%�4�*� � $�#���1�� $� $��$ )��$��% � �$%��� &�/���� $� � /������� �� � ,������
��+�/�% $� $�� #�/#�/�$��� �, � %�#�%��4�/0 *�6��* ,��#$���( )��# � ) � *��#%�&�*
�� ?�#$��� �-
- ?� /�$.� ��$ $� �$-

3.3.1 RecallingEnglishGrammar

5 � #�� $���� �, �� ���/��� ��� $��#� �� � �$%��� #��%�#$�%� �, ) � ��%�� $� /�$ $��
�/���& �$ #�����$ �, $�� ����/ /�$$�%�$���$��% )�$� $�� &/��� #��%�#$�%(� �%��*(
#�++�( ��* �� ��- " � , ���� � ��� $��#� +���� &%��� �$�� �� $� ��%$� $��$ #��,�%+
$� � ��4 �� �%�++�%-

A� %�3�+�/�( �, �� ���/��� ��� $��#� #�����$� �, � ��& '�#$ ,�//� ) � * &0 � �%�*8
�#�$�( $��� $�� ��� $��#�

�"�� &�� *�� #����* $�� #�$	

) ��/* &� &%���� �� �� $� $) � ��%$�( � ��& '�#$ ��* � �%�*�#�$�( �� ,�//� )�>

��& '�#$ : "�� &�� *��(

�%�*�#�$� : #����* $�� #�$-

" � *���$� $�� ,�#$ $��$ � ��� $��#� #�����$� �, � ��& '�#$ ,�//� ) � * &0 � �%�*�8
#�$� ) �.// )%�$� $�� ,�//� )��� %��..�� ��
� >

��� $��#� � ��& '�#$ �%�*�#�$�-

�, ) � ��%�� $��$ � ��& '�#$ #�� &� �� �%$�#/�,�//� ) � * &0 ��$��% � ���� �%��
�*'�#$�4 � ,�//� ) � * &0 � ����( $��� ) � #�� &%��� �� �"�� &�� *��	 �� $� �+�//�%
��%$�- "�� #�%%�����*��� �%�++�% %�/� #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

��& '�#$ � �%$�#/��*'�#$�4 � ����-

?�+�/�%/0( �, ) � ��%�� $��$ � �%�*�#�$� �� � 4�%&,�//� ) � * &0 � � � &'�#$( $��� ) �
#�� &%��� �� �# ����* $�� #�$	 �� $� �+�//�% ��%$�- "�� #�%%�����*��� �%�++�%
%�/� #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

�%�*�#�$� � 4�%&�& '�#$-

"��� �� $�� ���* �, �#$�4�$0 $��$ #�� &� ���* $� *�$�#$ )��$��% �%��$ � ��� $��#�
�� �%�++�$�#�//0 #�%%�#$-

= ��%��* ��� $��#� �� �,$�� %��%���� $�* �� � $%��( #�//�* $�� , ���� 
� � � �%
���	��
	�� 
� � � - "�� ��%�� $%��,�% �"�� &�� *�� #����* $�� #�$	 �� ��#$�%�* ��
A���%� �-�-



���� �

��� �
����

�

�

�

�

�

�

�

�

��� ������� 	 � �
���� 
���
� �������
��

sentence

subject predicate

article verb

article

object

article noun

the cat

adjective noun

The big dog

������ �	� H�%�� $%��-

3.3.2 Structureof Grammars

�� ) $��$ ) �.4 � %�#�//�* � &�$ �, ���/��� �%�++�%( /�$.� *��#%�&� $�� ����%�/
�$%�#$�%��, �%�++�%� ,�%�%&�$%�%0/��������- �, ( �� � /������� � 4� %� � �/���& �$
� ( $��� � �%�++�% ,�%( #�����$� �, � ��$ �, %��..�� ��
�� �, $�� ,�%+

� � � (

)��%� � ��* � *���$� �$%���� �, �0+ &�/� $�� �� ,%�+ � ��* ,%�+ � ��$ �, �%�++�%
�0+ &�/� *��'��� $ ,%�+ � -

"�� �%�++�% %�/� � � � �� �,$�� #�//�* � ,� � ���
	�� ( ��* �$ #�� &� %��* ��
��4 �%�/ *�M�%��$ ) � 0� � �

%��/�#� � &0 ��

� �%�*�#�� ��

� %�)%�$��$� ��

� %�*�#�� $� ��

�4 �%0�%�++�% ��� � � � �#��/ �%�++�% �0+ &� / #�//�* � �
��
 �#.� �
 ( ��* $��%�
+ ��$ &� �$ /���$ ��� �%�*�#$��� )�$� /�,$ ��*� #�����$��� �, ��/0 $�� �$�%$�0+ &�/-
A� %�3�+�/�( �, � �� $�� �$�%$�0+ &� / ,�%� �%�++�%( $��� $��%� + ��$ &� �$ /���$
��� �%�*�#$��� �, $�� ,�%+

� � � -

A BeginningExample

7�$.� ��4 � � � �3�+�/� �, � �%�++�% ,�%� /������� ��* $��� *��#��� $�� �%�#���
�, *�%�4��� �$%���� ,%�+ $�� �%�*�#$����- 7�$ � : � � ( � ( � � - "��� � �%�++�%
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,�%$�� /������� � I #�� &� *��#%�&�* &0 $�� ,�//� )��� ,��% �%�*�#$����>

	 � J ��-��!

	 � �	

	 � �	

	 � �	�

�� ) * � ) � ��� ) $��$ $��� �%�++�% *��#%�&�� $�� /������� � IC 5 � + ��$
&� �&/� $� *��#%�&� ��# � �$%��� �, $�� /������� �� $�%+� �, $�� �%�++�% %�/��-
A� %�3�+�/�( /�$.� ��� �� ) ) � #�� ��� $�� �%�*�#$���� ��-��! $� ��� ) $��$ $��
�$%��� ���� �� �� � I- 5 �.// &���� )�$� $�� �$�%$�0+ &� / � - ��3$ ) �.// %��/�#� �
&0 $�� %���$ ��*� �, �%�*�#$��� � � �� - 5 � #���� �%�*�#$��� � � �� &�#����
���� +�$# ��� $�� %���$ ���* ��*� �, � � �� &0 /�$$��� � : ��� - "�� �%�#���
�, %��/�#��� � &0 �� �� #�//�* � ���	��
	�� ( ��* ) � �� 0( � � *�%�4�� �� -	 5 �.//
*���$� $��� *�%�4�$��� &0 )%�$���

� � �� -

"�� �0+ &� / � +���� �*�%�4�� �� ��� �$��-	 "�� %���$8���* ��*� �, $��� *�%�4�$���
#�� $���� $�� �0+ &� / � - ?� ) � ����� %��/�#� � &0 �� ����� $�� �%�*�#$��� � �
�� � ��#��* $�+�- "��� %���/$� �� $�� *�%�4�$���

� � �� � ��� -

"�� %���$8���* ��*� �, $��� *�%�4�$��� #�� $���� � - � � $��� #��� ) �.// %��/�#� � &0
$�� %���$ ��*� �, � � �� - "��� ��4 �� $�� *�%�4�$���

� � �� � ��� � ���� -

9�� $�� ����( ) � %��/�#� � &0 $�� %���$ ��*� �, � � �� - "��� ��4 �� $�� *�%�4�$���

� � �� � ��� � ���� � ����� -

?��#� ) � ) � � $ $��� *�%�4�$��� $� �%�*�#� $�� �$%��� ���� ( ) � � � ) %��/�#� � &0
$�� %���$ ��*� �, � � J - "��� ��4 �� $�� *���%�* *�%�4�$��� �, $�� �$%��� ���� >

� � �� � ��� � ���� � ����� � ���� J : ���� -

��# � �$�� �� � *�%�4�$��� #�%%�����*� $� �$$�#���� � ��) ��&$%�� $� $�� ��%��
$%��)���� %��$ �� $�� �$�%$�0+ &�/- A� %�3�+�/�( $�� ��%�� $%��� #�%%�����*���
$� $�� 6%�$$�%�� �$��� �, ��% �3�+�/� �%� ��� )� �� A���%� �-�- "�� #�+�/�$�*
*�%�4�$��� ��* ��%�� $%���%� ��� )� �� A���%� �-�-
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S

Sa

S

Sa

Sa

S

Sa

Sa

Sc

S �� aS S �� aS �  aaS S �� aS �  aaS �� aacS

������ �	� H�%$��/ *�%�4�$���� ��* ��%�� $%���-

S

Sa

Sa

Sc

S

�

b

S �  aS �� aaS �  aacS �  aacbS �� aacbS �  aacb�  = aacb

������ �	� F�%�4�$��� ��* ��%�� $%��-

Definition of a Grammar

�� ) $��$ ) �.4 � �� $%�*�#�* $�� �*�� �, � �%�++�%( /�$.� $�� � � +�� �$� $� *��#%�&�
$�� ,��% +��� ���%�*��� $� �, �� 0 �%�++�%-

TheFour Parts of a Grammar (3.12)

�� =� �/���& �$ " �, �%�++�% �0+ &�/� #�//�* ���
��.	��
� -

�� =� �/���& �$ * �, �0+ &�/� #�//�* 
��.	��
� - "�� $�%+���/� �%� *��$��#$
,%�+ $�� ��� $�%+���/�-

�� = � � �#�6# ��� $�%+���/ � ( #�//�* $�� �
��
 �0+ &�/-

�� = 6��$� ��$ �, �%�*�#$���� �, $�� ,�%+ � � � ( )��%� � ��* � �%� �$%����
� 4�%$�� �/���& �$ " � * )�$� $�� %��$%�#$���$��$ � �� ��$ $�� �+�$ 0
�$%���- "��%� �� �$ /���$ ��� �%�*�#$��� )�$� ��/0 $�� �$�%$�0+ &� / �
�� �$� /�,$ ��*�- ��# � ��� $�%+���/ + ��$ ��� ��% �� $�� /�,$ ��*� �, ��+�
�%�*�#$���-
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=���+�$���> �� $��� #���$�%( �// �%�++�% �%�*�#$���� )�// �� 4� � ����/�
��� $�%+���/ �� $�� /�,$ ��*�- �� 9���$�% �D ) �.// ��� �3�+�/�� �, �%�+8
+�%� $��$ �//� ) �%�*�#$���� $� �� 4� �$%���� �, +�%� $��� ��� �0+ &� / � �
$�� /�,$ ��*�-

5��� $) � �%+�%� �%�*�#$���� �� 4� $�� ��+� /�,$ ��*�( ) � #�� ��+�/�,0 $��
��$�$��� &0 )%�$��� ��� �%�*�#$��� )�$� �/$�%��$� %���$ ��*�� ����%�$�* &0 $��
4�%$�#�/ /��� �- A�% �3�+�/�( $�� ,��% �%�*�#$���� ��-��! #�� &� )%�$$�� �� $��
,�//� )��� ���%$���* ,�%+>

� � J � �� � �� � �� (

��* ) � �� 0( � � #�� &� %��/�#�* &0 ��$��% J ( �%�� ( � %�� ( � %�� -	
5 � #�� %��%���� $ � �%�++�% 4 �� � D8$��/� 4 : � " ( * ( � ( / !( )��%� / ��

$�� ��$ �, �%�*�#$����- A� %�3�+�/�( �, / �� $�� ��$ �, �%�*�#$���� ��-��!( $���
$�� �%�++�% #�� &� %��%���� $�* &0 $�� D8$��/�

� � � � ( � � ( � ( � � ( � ( / !-

"�� D8$��/� ��$�$��� �� ���,�/ ,�%*��#������ ����%�/ �%�� �%$��� �, �%�++�%�-
E�$ ,�%� ��%$�#�/�% �%�++�% �$.� #�++�� �%�#$�#� $� )%�$� *� )� ��/0 $�� �%�8
*�#$���� �, $�� �%�++�%( )��%� $�� ��� $�%+���/� �%� ��� �%#��� /�$$�%���* $��
6%�$�%�*�#$��� /��$�* #�� $���� $�� �$�%$�0+ &� / � � �$� /�,$ ��*�- A� %�3�+�/�(
���� ��� ) �.%� ��4 �� $�� ,�//� )��� �%�++�%>

	 � 
�


 � J � �


� � J � �� �

5 � #�� *�*�#� $��$ $�� ��� $�%+���/� �%� � ( � ( ��* � ( $�� �$�%$�0+ &� / �� � ( ��*
$�� $�%+���/� �%� � ��* � -

3.3.3 Derivations

" � *��#��� �%�++�%� ,�%$��%() � ���* $� ,�%+�/�L� $����� � &�$- ?��� ��� ) �.%�
��4 �� ��+� �%�++�%- = �$%��� +�*� �� �, $�%+���/� ��*��% ��� $�%+���/� ��
#�//�* � ���
��
	�
 ���. - � � ) ) � #�� ,�%+�/�L� $�� �*�� �, � *�%�4�$���-

Definition of Derivation (3.13)
�, � ��* # �%� ��� $�� $��/ ,�%+� ��* � � � �� � �%�*�#$���( $��� $�� %��/�#�8
+�� $ � , � &0 � �� � � # �� #�//�* � ���	��
	�� ( ��* ) � *���$� �$ &0 )%�$���

� � #� � � #-
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"�� ,�//� )��� $�%�� �0+ &�/� )�$� $���% ���� #��$�* +������� �%� ���* 1��$�
�,$�� �� *��#������ *�%�4�$����>

� *�%�4�� �� ��� �$��(
� � *�%�4�� �� ��� �%+�%� �$���(
� � *�%�4�� �� L�%� �%+�%� �$���-

A� %�3�+�/�( ���� ��� ) � �� 4� $�� ,�//� )��� �%�++�%>

	 � 
�


 � J � �


� � J � �� �

7�$.� #����*�% $�� �$%��� ��� - "�� �$�$�+�� $ � � � ��� +���� $��$ $��%� �3��$�
� *�%�4�$��� �, ��� $��$ $�� �� ��� �%+�%� �$���- A� %�3�+�/�( ) � �� 4�

� � �� � ��� � ���� � ��� � ���� � ��� -

�� ��+� �%�++�%� �$ +� 0 &� � ����&/� $� 6�* ��4 �%�/ *�M�%��$ *�%�4�$����
�, $�� ��+� �$%���- ") � ���*� �, *�%�4�$���� �%� ) �%$�0 � , ��$�- = *�%�4�$���
�� #�//�* � 
��
.��
 ���	��
	�� �, �$ ��# � �$�� $�� /�,$+��$ ��� $�%+���/ �, $��
��� $�� $��/ ,�%+ �� %�*�#�* &0 ��+� �%�*�#$���- ?�+�/�%/0( � *�%�4�$��� �� #�//�* �
�	%�
.��
 ���	��
	�� �, �$ ��# � �$�� $�� %���$+��$ ��� $�%+���/ �, $�� ��� $�� $��/
,�%+ �� %�*�#�* &0 ��+� �%�*�#$���- A� %�3�+�/�( $�� �%�#�*��� *�%�4�$��� �,
��� �� � /�,$+��$ *�%�4�$���- ��%�.� � %���$+��$ *�%�4�$��� �, ��� >

� � �� � �� � � �� � �� � � ��� � � ��� -

TheLanguageof a Grammar

?�+�$�+�� �$ #�� &� 1��$� *�T#�/$( �%�+� ����&/�( $� )%�$� *� )� � �%�++�% ,�%
� ��4 �� /�������- ?� ) � ��* &�$$�%���/ *� )� $�� �*�� �, $�� /������� $��$ ��
���� #��$�* )�$� � �%�++�%- �, 4 �� � �%�++�%( $��� $�� 
��%��%� �� 4 �� $��
��$ �, $�%+���/ �$%���� *�%�4�* ,%�+ $�� �$�%$�0+ &� / � , 4 - "�� /������� �, 4 ��
*���$�* &0

( � 4 !-

5 � #�� �/�� *��#%�&� ( � 4 ! +�%� ,�%+�//0 -

TheLanguageof a Grammar (3.14)
�, 4 �� � �%�++�% )�$� �$�%$�0+ &� / � ��* ��$ �, $�%+���/� * ( $��� $��
/������� �, 4 �� $�� ��$

( � 4 ! : � � � � � * I ��* � � � � � -

5��� ) �.%� $%0��� $� )%�$� � �%�++�% ,�% � /�������( ) � ����/* �$ /���$
#��# � $� ��� )��$��% $�� /������� �� 6��$� �%��6��$�- �, $�� /������� �� 6��$�(
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$��� � �%�++�% #�� #�����$ �, �// �%�*�#$���� �, $�� ,�%+ � � � ,�%��# � �$%���
� �� $�� /�������- A� %�3�+�/�( $�� /������� � � ( �� � #�� &� *��#%�&�* &0 $��
�%�++�% � � � � �� -

�, $�� /������� �� ��6��$�( $��� ��+� �%�*�#$��� �%��1���#� �, �%�*�#$����
+ ��$ &� ���* %����$�*/0 $� #���$%�#$ $�� *�%�4�$����- " � ��� $���( ��$�#� $��$
$��%� �� �� &���* �� $�� /���$� �, �$%���� �� �� ��6��$� /�������- "��%�,�%�(
$��%� �� �� &���* �� $�� � � + &�%�, *�%�4�$��� �$��� ���* $� *�%�4� $�� �$%����-
�, $�� �%�++�% ��� � �%�*�#$����( $��� �� 0 *�%�4�$��� #�����$��� �, � < � �$���
+ ��$ ��� ��+� �%�*�#$��� $)�#� �&0 $�� ��������/� �%��#��/�!-

A� %�3�+�/�( $�� ��6��$� /������� � � � � � � : � � #�� &� *��#%�&�* &0 $��
�%�++�%

� � � � �� -

" � *�%�4� $�� �$%��� � � � ( ) � ) ��/* ��� $�� �%�*�#$��� � � �� %����$�*/0� �
$�+�� $� &� �3�#$���* $��� �$�� $�� *�%�4�$��� &0 ����� $�� �%�*�#$��� � � � -
"�� ��$��$��� �� ��+�/�% $� $�� ) � 0 ) � +�� � ��*�#$�4 � *�6��$���� ,�% ��$�- A� %
�3�+�/�( $�� �%�*�#$��� � � �� �//� )� �� $� +�� � $�� ��,�%+�/ �$�$�+�� $ ��,
� *�%�4�� � ( $��� �$ �/�� *�%�4�� �� -	

RecursiveProductions

= �%�*�#$��� �� #�//�* � � ����	�� �, �$� /�,$ ��*� � ##�%� �� �$� %���$ ��*�- A� %
�3�+�/�( $�� �%�*�#$��� � � �� �� %�#�%��4�- = �%�*�#$��� � � � �� 	��	� � �

#
� � ����	�� �, � *�%�4�� � ��� $�� $��/ ,�%+ $��$ #�� $���� � - A�% �3�+�/�( ���� ���
) � �� 4� $�� ,�//� )��� �%�++�%>

	 � � ��



 � � ��	�

"�� �%�*�#$���� � � �� ��* � � �� �%� &�$� ��*�%�#$/0 %�#�%��4� &�#���� �,
$�� ,�//� )��� *�%�4�$����>

	 � �
 � ��	�


 � �	 � ��
�

= �%�++�% �� � � ����	�� �, �$#�� $���� ��$��% � %�#�%��4� �%�*�#$��� �%�� ��*�%�#$/0
%�#�%��4� �%�*�#$���- ?� ) � #�� +�� � $�� ,�//� )��� +�%� �%�#��� �$�$�+�� $� &��$
�%�++�%� ,�%��6��$� /��������>

� %� �..�� ��� �� 	���	
� 
��%��%� .��
 � � � � ����	�� -

�� ) /�$.� /� �� �$ $�� ��� ���$� �%�&/�+ �, *��#%�&��� $�� /������� �, � �%�+8
+�%- 5 � ��� )�& 0 *�6��$����$��$ $�� /������� �, � �%�++�% �� $�� ��$ �, �//
�$%���� *�%�4�* ,%�+ $�� �%�++�%- E�$ ) � #�� �/�� +�� � ���$��% �� $�%��$���
�&��%4�$��� �& ��$ �� 0 /������� *�6��* &0 � �%�++�%>

� � # 
��%��%� ����� � � # � %��..�� 	� �� 	����
	��
# ����� � ��
 -
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7�$.� ��� )� 0 $��� �� $�� #��� ,�% �� 0 �%�++�% 4 - "�� ,�//� )��� ��*�#$�4 �
*�6��$��� *� �� $�� '�&( )��%� � *���$�� $�� �$�%$�0+ &� / � , 4 - " � ��+�/�,0 $��
*��#%��$���( ) �.// �� 0 $��$ � *�%�4�$��� �� � � ����	�� �, ��+� ��� $�%+���/ � ##�%�
$)�#� *�� $� � %�#�%��4� �%�*�#$��� �% *�� $� � ��%��� �, ��*�%�#$/0 %�#�%��4�
�%�*�#$����-

Inductive Definition of L(G) (3.15)

�� A� %�// �$%���� � $��$ #�� &� *�%�4�* ,%�+ � )�$���$ ����� � %�#�%��4�
*�%�4�$���( ��$ � �� ( � 4 !-

�� �, � � ( � 4 ! ��* $��%� �� � *�%�4�$��� �, � � � � $��$ #�� $���� � ���8
$�%+���/ ,%�+ � %�#�%��4� � %��*�%�#$/0 %�#�%��4� �%�*�#$���( $��� ��� $��
�%�*�#$��� $� +� *�,0 $�� *�%�4�$��� $� �&$��� � ��) *�%�4�$��� � � � � (
��* ��$ � �� ( � 4 !-

H%��,> 7�$ 4 &� � �%�++�% ��* /�$ 3 &� $�� ��*�#$�4 � ��$ *�6��* &0 ��-�;!-
5 � ���* $� ��� ) $��$ 3 : ( � 4 !- �$.� #/��% $��$ 3 	 ( � 4 ! &�#���� �// �$%����
�� K �%� *�%�4�* ,%�+ $�� �$�%$�0+ &� / � , 4 - =���+�( &0 ) � 0 � , #�� $%�*�#$���(
$��$ 3 �: ( � 4 !- �� �$��% ) �%*�( ) � �� 4� ( � 4 !  3 �: � - ?��#� � *�%�4�� �// $��
�/�+�� $� �, ( � 4 !  3 ( $��%� + ��$ &� ��+� �$%��� � � ( � 4 !  3 $��$ ��� $��
���%$��$ /�,$+��$ *�%�4�$��� �+��� �/�+�� $� �, ( � 4 !  3 - 5 � #�� ����+� $��$
$��� *�%�4�$��� �� %�#�%��4�- 2$��%)���( $�� &���� #��� �, ��-�;! ) ��/* ,�%#� ��
$� ��$ � � 3 ( #�� $%�%0$� ��% ����+�$��� $��$ � � ( � 4 !  3 - ?� $�� /�,$+��$
*�%�4�$��� �, � + ��$ �� 4� $�� ,�//� )��� ,�%+( )��%� � ��* 
 �%� $�%+���/ �$%����
��* � ( � ( ��* � �%� ��� $�� $��/ ,�%+� $��$ *��.$ ��#/�*� � >

� � � �� � � � �
� � � � �
 � � � � I � -

5 � #�� %��/�#� �� � � � �
� � � �� $��� *�%�4�$��� )�$� �� � � � � � $�
�&$��� $�� ,�//� )��� *�%�4�$��� �, � �$%��� � �, $�%+���/�>

� � � �� � � � � � � I � -

"��� *�%�4�$��� �� ���%$�%$��� $�� *�%�4�$��� �, � - ?� ) � + ��$ #��#/�*� $��$ � �
3 - � � ) ) � #�� ���/0 $�� ��*�#$��� ��%$ �, ��-�;! $� $��� /�$$�%*�%�4�$��� �, � $�
�&$��� $�� *�%�4�$��� �, � - "��� $�//� �� $��$ � � 3 ( #�� $%�%0$� ��% ����+�$���
$��$ � �� 3 - "�� ��/0 $���� /�,$ ,�%�� $� #��#/�*� �� $��$ ��% ����+�$��� $��$
3 �: ( � 4 ! ) �� )%���- "��%�,�%�( 3 : ( � 4 !- U�F-

7�$.� *� � ��+�/� �3�+�/� $� �//��$%�$� $�� ��� �, ��-�;!-

example 3.34 From Grammar to Inductive Definition

?��� ��� ) �.%� ��4 �� $�� ,�//� )��� �%�++�% 4 >

	 � J � ��

� � � � �� �
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5 �.// ��4 � � � ��*�#$�4 � *�6��$��� ,�%( � 4 !- "��%� �%� $) � *�%�4�$���� $��$ *��.$
#�� $��� %�#�%��4� �%�*�#$����> � � J ��* � � �� � �� - "��� ��4 �� �� $��
&���� ��%$ �, $�� *�6��$��� ,�%( � 4 !-

���	�� J ( �� � ( � 4 !-

�� ) /�$.� 6�* $�� ��*�#$��� ��%$ �, $�� *�6��$���- "�� ��/0 %�#�%��4� �%�*�#$���
�, 4 �� � � �� - ?� � � 0 �/�+�� $� , ( � 4 ! )���� *�%�4�$��� #�� $���� �� � ##�%%��#�
�, � + ��$ �� 4� $�� ����%�/ ,�%+ � � �� � � �# ,�%��+� �$%��� #- ?� ) � #� �
��� $�� �%�*�#$��� � � �� $� �** ��� +�%� �$�� $� $�� *�%�4�$��� �� ,�//� )�>

� � �� � ��� � � ��# -

"��� ��4 �� �� $�� ��*�#$��� �$�� �� $�� *�6��$��� �, ( � 4 !-

 ����
	��� �, �# � ( � 4 !( $��� ��$ ��# �� ( � 4 !-

A� %�3�+�/�( $�� &���� #��� $�//� �� $��$ �� � ( � 4 ! ��* $�� *�%�4�$��� � � ��
� �� #�� $���� �� � ##�%%��#��, � - ?� ) � �** ��� +�%� �$�� $� $�� *�%�4�$���
����� $�� �%�*�#$��� � � �� $� �&$��� $�� *�%�4�$���

� � �� � ��� � ��� -

?� �� � ( � 4 ! �+�/��� $��$ ��� � ( � 4 !( )��# � �� $�%� �+�/��� �� � � ( � 4 !( ��*
�� ��- "� �� ) � #�� #��'�#$�%� )�$� ��+� #��6*��#� $��$ ( � 4 ! �� $�� /�������
� J � � � �� � � � � � � -

end example

3.3.4 ConstructingGrammars

�� ) /�$.� ��$ *� )� $� &������� ��* #���$%�#$ ��+� �%�++�%�- 5 �.// �$�%$)�$� �
,�) ��+�/� �3�+�/��( ��* $��� ) �.// ��4 � ��+� $�#���1��� ,�%#�+ &����� ��+�/�
�%�++�%�- 5 � ����/* ��$� $��$ � /������� +��� $ � � 4� +�%� $��� ��� �%�+8
+�%- ?� ) � ����/*�.$ &� ��%�%���* )��� $) � � ���/� #�+� �� )�$� $) � *�M�%��$
�%�++�%� ,�%$�� ��+� /�������-

example 3.35 ThreeSimpleGrammars

5 �.// )%�$� � �%�++�% ,�% ��# � � , $�%�� ��+�/� /��������- �� ��# � #��� ) �.//
��#/�*� � ��+�/� *�%�4�$��� �, � �$%��� �� $�� /�������- " ��$ ��# � �%�++�% &0
#���$%�#$��� � ,�) +�%� *�%�4�$���� ,�%�$%����-

�� � J ( � ( �� ( � � � ( � � ( � � � � : � � � � � ������ )� #��%! � � � -

��$�#� $��$ �� 0 �$%��� �� $��� /������� �� ��$��% J � %� , $�� ,�%+ �� ,�%��+�
�$%��� � �� $�� /�������- "�� ,�//� )��� �%�++�% )�// *�%�4� � � 0 �, $����
�$%����>

� � J � �� -
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A� %�3�+�/�( ) �.// *�%�4� $�� �$%��� ��� >

� � �� � ��� � ���� � ��� -

�� � J ( �� ( ���� ( � � � ( � � � � ( � � � � : � � � � � � � ������ )� #��%! � � � -

��$�#� $��$ �� 0 �$%��� �� $��� /������� �� ��$��% J � %� , $�� ,�%+ ��� ,�%
��+� �$%��� � �� $�� /�������- "�� ,�//� )��� �%�++�% )�// *�%�4� � � 0 �,
$���� �$%����>

� � J � ��� -

A� %�3�+�/�( ) �.// *�%�4� $�� �$%��� ������ >

� � ��� � ����� � ������� � ������ -

�� � J ( �� ( �� �� ( � � � ( � �� ! � ( � � � � : � � �� ! � � � ������ )� #��%! � � � -

��$�#� $��$ �� 0 �$%��� �� $��� /������� �� ��$��% J � %� , $�� ,�%+ ��� ,�%
��+� �$%��� � �� $�� /�������- "�� ,�//� )��� �%�++�% )�// *�%�4� � � 0 �,
$���� �$%����-

� � J � ��� -

A� %�3�+�/�( ) �.// *�%�4� $�� �$%��� �� �� �� >

� � ��� � �� ��� � �� �� ��� � �� �� �� -

end example

CombiningGrammars

?�+�$�+�� � /������� #�� &� )%�$$�� �� $�%+� �, ��+�/�% /��������( ��* � �%�+8
+�% #�� &� #���$%�#$�* ,�%$�� /������� �� $�%+� �, $�� �%�++�%� ,�%$�� ��+�/�%
/��������- 5 �.// #��#�� $%�$���%� �� $�� �� �%�$���� �, �����( �%�*�#$( ��* #/�8
��%�-

Combining Grammars (3.16)
?��� ��� 3 ��* " �%� /�������� )���� �%�++�%� �� 4� *��'��� $ ��$� �, ���8
$�%+���/�- �����+� $��+ �, ��#����%0 -! ?��� ��� �/�� $��$ $�� �$�%$�0+ &�/�
,�%$�� �%�++�%� �, 3 ��* " �%� � ��* � ( %��� �#$�4�/0- "��� ) � �� 4� $��
,�//� )��� ��) /�������� ��* �%�++�%�>

5�	�� ) �
�� "�� /������� 3 � " �$�%$�)�$� $�� $) � �%�*�#$����

� � � � � -

Continued
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/� � ���
 ) �
�� "�� /������� 3 � " �$�%$�)�$� $�� �%�*�#$���

� � �� -

!
���� � ) �
�� "�� /������� 3 I �$�%$�)�$� $�� �%�*�#$���

� � �� � J -

example 3.36 Using the Union Rule

7�$.� )%�$� � �%�++�% ,�%$�� ,�//� )��� /�������>

( : � J ( � ( � ( �� ( �� ( � � � ( � � ( � � ( � � � � -

=,$�%��+� $������� ) � ��$�#� $��$ ( #�� &� )%�$$�� �� � ����� ( : 3 � " (
)��%� 3 : � � � � � � � � ��* " : � � � � � � � � - " � � � ) � #�� )%�$� $�� ,�//� )���
�%�++�% ,�%( -

	 � 
 �� ����� %�/�(


 � J ��
 �%�++�% ,�%� (

� � J ��� �%�++�% ,�%��

end example

example 3.37 Using the Product Rule

5 �.// )%�$� � �%�++�% ,�%$�� ,�//� )��� /�������>

( : � � � � � � . ( � � � � -

=,$�%� /�$$/� $������� ) � ��$�#� $��$ ( #�� &� )%�$$�� �� � �%�*�#$ ( : 3" (
)��%� 3 : � � � � . � � � ��* " : � � � � � � � � - " � � � ) � #�� )%�$� $��
,�//� )��� �%�++�% ,�%( -

	 � 
 �� �%�*�#$ %�/�(


 � J ��
 �%�++�% ,�%� (

� � J ��� �%�++�% ,�%��

end example
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example 3.38 Using the Closure Rule

5 �.// #���$%�#$ � �%�++�% ,�% $�� /������� ( �, �// �$%���� )�$� L�%� �% +�%�
� ##�%%��#�� �, �� �%�� - � � �$��% ) �%*�( ( : � �� ( �� � I- �, ) � /�$ 3 : � �� ( �� � (
$��� ( : 3 I- "� �� ) � #�� )%�$� $�� ,�//� )��� �%�++�% ,�%( -

	 � 
	 �J #/���%� %�/�(


 � �� ��� �%�++�% ,�%��

5 � #�� ��+�/�,0 $��� �%�++�% &0 ��&�$�$�$��� ,�% � $� �&$��� $�� ,�//� )���
�%�++�%>

� � ��� � ��� � J -

end example

example 3.39 DecimalNumerals

5 � #�� 6�* � �%�++�% ,�%$�� /������� �, *�#�+�/ � �+�%�/� &0 �&��%4��� $��$
� *�#�+�/ � �+�%�/ �� ��$��% � *���$ �%� *���$ ,�//� ) � * &0 � *�#�+�/ � �+�%�/- "��
,�//� )��� �%�++�% %�/�� %�N�#$$��� �*��>

	 �  �  	

 � � � � � 
 � � � D� ; � 
 � � � � � � �

5 � #�� �� 0 $��$ � �� %��/�#�* &0 ��$��% & �%&� ( ��* & #�� &� %��/�#�* &0 �� 0
*�#�+�/ *���$- = *�%�4�$��� �, $�� � �+�%�/ ���� #�� &� )%�$$�� �� ,�//� )�>

� � &� � � � � � &� � � &&� � �� &� � ��� � � ��� & � ����-

"��� *�%�4�$��� �� ��$ ���1��- A� %�3�+�/�( ���$��% *�%�4�$��� �, ���� #�� ) �
)%�$$�� �� ,�//� )�>

� � &� � &&� � & � � � & � &� � & �� � � & �� & � & ��� � ����-

end example

example 3.40 Even DecimalNumerals

5 � #�� 6�* � �%�++�% ,�%$�� /������� �, *�#�+�/ � �+�%�/� ,�%$�� �4 �� ��$�%�/
� � + &�%� &0 �&��%4��� $��$ ��# � � �+�%�/ + ��$ �� 4� �� �4 �� *���$ �� �$� %���$
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��*�- �� �$��% ) �%*�( ��$��% �$.� �� �4 �� *���$ �%�$.� � *�#�+�/ � �+�%�/ ,�//� ) � *
&0 �� �4 �� *���$- "�� ,�//� )��� �%�++�% )�// *� $�� '�&>

	 � ! � � !

� �  �  �

! � � � 
 � D� 
 � �

 � � �� � 
 � � � D� ; � 
 � � � � � � �

A� %�3�+�/�( $�� �4 �� � �+�%�/ ��
 ��� $�� *�%�4�$���

� � "$ � " 
 � &" 
 � && 
 � & �
 � ��
-

end example

example 3.41 Identifiers

K��$ �%��%�++��� /�������� �� 4� �*�� $�6�%�,�% ��+�� �, $�����- ?��� ��� ) �
) � � $ $� *��#%�&� � �%�++�% ,�% $�� ��$ �, �*�� $�6�%� $��$ �$�%$)�$� � /�$$�%
�, $�� �/���& �$ ,�//� ) � * &0 L�%� �% +�%� /�$$�%��% *���$�- 7�$ �* &� $�� �$�%$
�0+ &�/- "��� $�� �%�++�% #�� &� *��#%�&�* &0 $�� ,�//� )��� �%�*�#$����>

�* � � � �



 � �
 �  
 � J

� � � � � � � � � � �

 � � � � � � � � � � �

5 �.// ��4 � � *�%�4�$��� �, $�� �$%��� � 
 � $� ��� ) $��$ �$ �� �� �*�� $�6�%-

�* � (� � �� � �& � � � 
 � � � 
 (� � � 
 �� � � 
 � -

end example

example 3.42 SomeRationalNumerals

7�$.� 6�* � �%�++�% ,�%$���� %�$����/ � � + &�%� $��$ �� 4� � 6��$� *�#�+�/ %��8
%���� $�$���- �� �$��% ) �%*�( ) � ) � � $ $� *��#%�&� � �%�++�% ,�%$�� /������� �,
�$%���� �� 4��� $�� ,�%+ .�� �% .�� ( )��%� . ��* � �%� *�#�+�/ � �+�%�/�- A� %
�3�+�/�( �-� %��%���� $� $�� � � + &�%�- 7�$ � &� $�� �$�%$�0+ &�/- 5 � #�� �$�%$
$�� �%�++�% )�$� $�� $) � �%�*�#$����

� � "�" �  "�" -
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" � 6���� $�� '�&( ) � ���* $� )%�$� ��+� �%�*�#$���� $��$ �//� ) " $� *�%�4� �
*�#�+�/ � �+�%�/- " %0 ��$ $�� ,�//� )��� �%�*�#$����>

� �  �  �

 � � � � � 
 � � � D� ; � 
 � � � � � �

end example

example 3.43 Palindromes

5 � #�� )%�$� � �%�++�% ,�%$�� ��$ �, �// ��/��*%�+�� � 4� %� � �/���& �$ � - ��#�//
$��$ � ��/��*%�+� �� � �$%��� $��$ �� $�� ��+� )��� )%�$$�� �� %�4�%�� �%*�%-A� %
�3�+�/�( /�$ � : � �� �� � � - 7�$ / &� $�� �$�%$�0+ &�/- "��� $�� /������� �,
��/��*%�+�� � 4� %$�� �/���& �$ � ��� $�� �%�++�%

/ � �/� � �/� � �/� � � � � � � � J -

A� %�3�+�/�( $�� ��/��*%�+� �� �� � #�� &� *�%�4�* �� ,�//� )�>

/ � �/� � ��/� � � �� �� � -

end example

3.3.5 MeaningandAmbiguity

K��$ �, $�� $�+� ) � �$$�#� +������� $� $�� �$%���� �� ��% /�4��- A� %�3�+�/�(
$�� �$%��� �<D +���� � $� +��$ � ���/�- "�� �$%��� � D 
 + � 0 �� 4� $) � *��$��#$
+������� $� $) � * �M�%��$ � ���/�- 2�� � �%��� +� 0 $���� $��$

� D 
 : �� D! 
 :  �(

)��/� ���$��% � �%��� +��� $ $���� $��$

� D 
 : � �D 
! : � -

�, ) � �� 4� � �%�++�%( $��� ) � #�� *�6�� $�� .� ��	�% �, �� 0 �$%��� �� $��
�%�++�%.� /������� $� &� $�� ��%�� $%���%�*�#�* &0 � *�%�4�$���- 5 � #�� �,$��
)%�$� � �%�++�% �� $��$ ��# � �$%��� �� $�� �%�++�%.� /������� ��� �3�#$/0 ���
+������ ��-�-( ��� ��%�� $%��!- 5��� $��� �� ��$ $�� #���( ) � �� 4� �� �+ &������
�%�++�%- ��%�.� $�� ,�%+�/ *�6��$���-

Definition of Ambiguous Grammar
= �%�++�% �� ���* $� &� �.�	%���� �, �$� /������� #�� $���� ��+� �$%��� $��$
��� $) � *�M�%��$ ��%�� $%���- "��� �� �1��4 �/�� $ $� � � 0��� $��$ ��+� �$%���
��� $) � *��$��#$ /�,$+��$ *�%�4�$���� �% $��$ ��+� �$%��� ��� $) � *��$��#$
%���$+��$ *�%�4�$����-
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E

E E

E
a

E

b a

Ñ

Ñ

E

E

a

E

E E

a b

Ñ

Ñ

������ �	
� H�%�� $%��� ,�%�� �+ &������ �$%���-

" � �//��$%�$� $�� �*���( ) �.// /� �� �$ ��+� �%�++�%� ,�% ��+�/� �%�$�+�$�#
�3�%�������- A� %�3�+�/�( ���� ��� ) � *�6�� � ��$ �, �%�$�+�$�# �3�%������� &0
$�� �%�++�%

$ � � � � � $6$ -

"�� /������� �, $��� �%�++�% #�� $���� �$%���� /�� � � ( � ( �6� ( �6�6� ( ��*
�6�6�6� - "��� �%�++�% �� �+ &������ &�#���� �$ ��� � �$%���( ��+�/0 ( �6�6� (
$��$ ��� $) � *��$��#$ ��%�� $%��� �� ��� )� �� A���%� �-��-

?��#� �� 4��� $) � *��$��#$ ��%�� $%��� +���� $�� ��+� $���� �� �� 4��� $) �
*��$��#$ /�,$+��$ *�%�4�$����( �$.� �� �%�&/�+ $� 6�* $�� ,�//� )��� $) � *��$��#$
/�,$+��$ *�%�4�$���� �, �6�6� -

! � ! � ! � � � ! � � � ! � ! � � � � � ! � � � � � ��

! � ! � ! � ! � ! � ! � � � ! � ! � � � � � ! � � � � � ��

"�� $) � $%��� �� A���%� �-�� %�N�#$$�� $) � ) � 0� ) � #��/* #� � ��� $� �4 �/��$�
�  �  � - "�� 6%�$$%����*�#�$�� $�� +������

�6�6� : �  � �  � !(

)��/� $�� ��#��* $%����*�#�$��

�6�6� : � �  � ! � -

�� ) #�� ) � +�� � ��%� $��%� �� ��/0 ��� ��%�� $%�� ,�% �4 �%0�$%��� �� $�� /��8
�����C 5 � #�� $%0$� 6�* � *�M�%��$ �%�++�% ,�%$�� ��+� ��$ �, �$%����- A� %
�3�+�/�( ���� ��� ) � ) � � $ �  �  � $� +��� � �  � ! � - � � �$��% ) �%*�( ) � ) � � $
$�� 6%�$+�� �� ���� $� &� �4 �/��$�* &�,�%� $�� ��#��* +�� �� ����- 5 � #�� ��4 �
$�� 6%�$+�� �� ���� �����% �%�#�*��#� $��� $�� ��#��* &0 �� $%�*�#��� � ��)
��� $�%+���/ �� ��� )� �� $�� ,�//� )��� �%�++�%>

! � ! � � � �

� � � � ��
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a b

Ñ
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������ �	

 B��1�� ��%�� $%��-

��$�#� $��$ * #�� &� %��/�#�* �� � *�%�4�$��� ��/0 &0 ��$��% � �%� - "��%�,�%�(
�4 �%0*�%�4�$��� �, �6�6� �%�*�#�� $�� ���1�� ��%�� $%���� A���%� �-��-

Exercises

+
��) 
��"��

�� @�4�� $�� ,�//� )��� �%�++�%-

	 �  �  	

 � � � � � 
 � � � D� ; � 
 � � � � � � �


� A��* $�� $�� �%�*�#$��� ���* �� ��# � �$�� �, $�� ,�//� )��� *�%�4�$���-

� � &� � � � � � &� � � &&� � �� &� � ��� � � ��� & � ����-

&- A��* � /�,$+��$ *�%�4�$��� �, $�� �$%��� ����-
�� A��* � %���$+��$ *�%�4�$��� �, $�� �$%��� ����-

�� @�4�� $�� ,�//� )��� �%�++�%-

� � � R� S� J -

A� %��# � � , $�� ,�//� )��� �$%����( #���$%�#$ � /�,$+��$ *�%�4�$���( � %���$+��$
*�%�4�$���( ��* � ��%�� $%��-


� R S- &- RR S S- �� R S R S- * - RR S R R S S S-

 "���������� 1�
��
��

�� A��* � �%�++�% ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� /��������-
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� � ��� ����� ������� � � � � :
�

� �� ! � �� � � � �
�

�

&- � �� ��� ���� ����� � � � � : � � � � � � � � � �
�� � J � ��� ����� ������� � � � � : � � �� ! � � � � � � �
*- � ��� ���� ����� ������ � � � � : � �� � � � � � � � �


�
�

��� ����� � � � � � �� ! � �� � � � �
�

:
�

� �� ! � �� � � � �
�

�

,- � ��� ����� � � � � � � � � � � � � � :
�

� � �� � � �� � � � �
�

�
��

�
�� ���� � � � � � � � �� � � � �

�
:

�
� � � �� � � � �

�
�

�- � �� ���� ������ � � � � � � �� � � � � � � : � � � �� � � � � � � �
�� � ��� ���� ����� � � � � �� � � � � � � � : � �� � � � � � � � -
'-

�
J � ��� ����� � � � � � � � � � � �

�
:

�
� � � � � � �

�
-

�� A��* � �%�++�% ,�%��# � /�������-


� � � � � � � . ( � � � � -
&- � � � �� � � � � � � -
�� � � � � � � . ( � � � ( )��%� . � � � -
*- � � � � � � . ( � � � ( )��%� � � � � -

� � � � � � � . ( � � � ( )��%� . � � ��* � � � � -

�� A��* � �%�++�% ,�%��# � /�������-


� "�� �4 �� ��/��*%�+�� � 4�%� � ( � ( � � -
&- "�� � * * ��/��*%�+�� � 4� %� � ( � ( � � -
�� � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � -
*- � � � �� � � � � � � � � � � � � � . ( � � � �

� � � � � � � . ( � � � ( )��%� . � � � %� � � � -

2
�%
�
���
& (/0�
���"��

�� A��* � �%�++�% ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� /��������-


� "�� ��$ �, &���%0 � �+�%�/� $��$ %��%���� $ � ** ��$�%�/ � � + &�%�-
&- "�� ��$ �, &���%0 � �+�%�/� $��$ %��%���� $ � 4� � ��$�%�/ � � + &�%�-
�� "�� ��$ �, *�#�+�/ � �+�%�/� $��$ %��%���� $ � ** ��$�%�/ � � + &�%�-

�� A��* � �%�++�% ,�%��# � � , $�� ,�//� )��� /��������-


� "�� ��$ �, �%�$�+�$�# �3�%������� $��$ �%� #���$%�#$�* ,%�+ *�#�+�/
� �+�%�/�( <( ��* ��%�� $�����- �3�+�/��> ��( 
<�( ��<�D<;!!( ��*
;<�<
�-

&- "�� ��$ �, �%�$�+�$�# �3�%������� $��$ �%� #���$%�#$�* ,%�+ *�#�+�/
� �+�%�/�(  ���&$%�#$���!( ��* ��%�� $�����( )�$� $�� �%�� �%$0 $��$ ��# �
�3�%������ ��� ��/0 ��� +������- A� %�3�+�/�( � �D �� �� ��$ �//� ) �*-
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�� 7�$ $�� /�$$�%�� ( � ( ��* � &� #���$�� $�O/�$ $�� /�$$�%�� ( #( ��* ' &� 4�%��&/��O
��* /�$ $�� /�$$�%�� ��* %&� ,��#$���� �, �%�$0 � - 5 � #�� *�6�� $�� ��$ �,
$�%+� � 4�%$���� �0+ &�/� &0 �� 0��� $��$ �� 0 #���$�� $ � %4�%��&/� �� � $�%+
��* �, 
 �� � $�%+($��� �� �%� � � 
 ! ��* %� 
 !-


� A��* � �%�++�% ,�%$�� ��$ �, $�%+�-
&- A��* � *�%�4�$��� ,�%$�� �3�%������� � �%� � � � !!!-

�� 7�$ $�� /�$$�%�� ( � ( ��* � &� #���$�� $�O/�$ $�� /�$$�%�� ( #( ��* ' &� 4�%��&/��O
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